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Prologo

El Analisis Multivariante es un conjunto de métodos estadisticos y mate-
maticos, destinados a describir e interpretar los datos que provienen de la
observacion de varias variables estadisticas, estudiadas conjuntamente.

Este libro es una presentacion convencional de los principales modelos y
métodos del Andlisis Multivariante, con referencias a algunas contribuciones
recientes.

La exposicién mantiene un cierto rigor matemaético, compensado con una
clara orientacion aplicada. Todos los métodos se ilustran con ejemplos, que
justifican su aplicabilidad. Para examinar algunos datos y ver mds ejemplos
consiiltese otras publicaciones relacionadas en las paginas web

www.ub.edu/biost3/cuadras/cuad.html  biost3.bio.ub.edu/html/cuadras/metodos.pdf

Esta obra tiene como precedentes la monografia “Métodos de Analisis
Factorial” (Pub. no. 7, Laboratorio de Célculo, Universidad de Barcelona,
1974), y el libro “Métodos de Andlisis Multivariante” (EUNIBAR, 1981; PPU,
1991; EUB, 1996, Barcelona).

El autor se reserva el derecho de ampliar el texto e introducir mejoras.
La primera version aparecié en 2007. La segunda versién (2010) contiene
correcciones, ampliaciones y un indice alfabético. La tercera versién (2011)
contiene algunas correcciones y nuevas referencias bibliograficas. Después de
una profunda revisién, la cuarta (2012) y quinta versién (2014), incorporan
mas secciones y ejemplos. En esta versién de 2014 se han realizado (mayo
de 2016, enero de 2018, marzo de 2019), ciertas mejoras y se han anadido
referencias bibliograficas publicadas entre 2015 y 2023. Ademss se ha anadido
una portada.

Deseo en primer lugar recordar al amigo, investigador y profesor Josep
Fortiana (1954-2023). Mi agradecimiento a él y a todos aquellos que me han
hecho comentarios, en especial Jorge Ollero por su detallada revisién de las
tres ultimas versiones.
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Barcelona, 2023
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Capitulo 1

DATOS MULTIVARIANTES

1.1. Introduccién

El an4lisis multivariante (AM) es la parte de la estadistica y del andlisis
de datos que estudia, analiza, representa e interpreta los datos que resultan
de observar mds de una variable estadistica sobre una muestra de individuos.
Las variables observables son homogéneas y correlacionadas, sin que alguna
predomine sobre las demds. La informacién estadistica en AM es de cardc-
ter multidimensional, por lo tanto la geometria, el cdlculo matricial y las
distribuciones multivariantes juegan un papel fundamental.

La informaciéon multivariante es una matriz de datos, pero a menudo, en
AM la informacién de entrada consiste en matrices de distancias o similari-
dades, que miden el grado de discrepancia entre los individuos. Comenzare-
mos con las técnicas que se basan en matrices de datos n x p, siendo n el
nimero de individuos y p el de variables.

1.2. Matrices de datos

Supongamos que sobre los individuos wi,...,w, se han observado las
variables X1, ..., X,. Sea z;; = X;(w;) la observacién de la variable X; sobre

13



14 CAPITULO 1. DATOS MULTIVARIANTES

el individuo w;. La matriz de datos multivariantes es

T11 T T1p
X=| za Tij Tip
ajnl ... xn_] PR I‘np

Las filas de X se identifican con los individuos y las columnas de X con las
variables. Indicaremos:

1. x; la fila i-ésima de X, que operaremos como un vector columna.

2. X la columna j-ésima de X.

" el vector columna de las medias de las va-

n

_ 1

r; = — E Tis.

J n 4 J
=1

4. La matriz simétrica p X p de covarianzas muestrales

3. f — (El,...,fj,...,fp)
riables, siendo

S11 S12 0 S1p
S21 S22 S2p

S = . . . . )
Spt Sp2 tct Spp

siendo
1 n
Sirt = > (@ — 7)) (@ — )
=1

la covarianza muestral entre las variables X;, X . La varianza mues-
tral de la variable X; es s;; = sjz. Naturalmente, X y S son medidas
descriptivas multivariantes de tendencia central y dispersién, respecti-
vamente.

5. La matriz simétrica p X p de correlaciones muestrales

1 o - Tip
7"21 1 “ o /]"2p
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siendo r;; = cor(X;, X;/) el coeficiente de correlacién (muestral) entre
las variables X;, X;.. Este coeficiente viene dado por

Sjj'

T
77 )
Sij/

donde s, s; son las desviaciones tipicas.

1.3. Matriz de centrado

Sil=(1,...,1) es el vector columna de unos de orden n x 1, y J = 11’
es la matriz n x n de unos, ciertas caracterfsticas multivariantes se expresan
mejor a partir de la matriz de centrado H, definida como

H= I—%J .
Propiedades:
1. Simétrica: H = H.
2. Idempotente: H? = H.
3. Los valores propios de H son cero o uno: Hv = Av implica A =06 1.
4. 1 es vector propio de valor propio cero: H1 =0, 1'H =0

5. El rango de H es n — 1, es decir, rango(H) = n — 1.

1.4. Medias, covarianzas y correlaciones

Sea X = (w;;) la matriz de datos. La matriz de datos centrados se ob-
tiene restando a cada variable su media: X = (z;; — 7;). Esta matriz, asf
como el vector de medias, las matrices de covarianzas y correlaciones, tienen
expresiones matriciales simples.

1. ¥ =11'X.

n
2. Matriz de datos centrados:

X=X - 1X = HX.
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3. Matriz de covarianzas:

S =1X'

o
I
3=
~
s
e

4. Matriz de correlaciones:

R=D'SD!, S=DRD, (1.1)

siendo D la matriz diagonal con las desviaciones tipicas de las variables.

1.5. Variables compuestas

Algunos métodos de AM consisten en obtener e interpretar combina-
ciones lineales adecuadas de las variables observables. Una variable compues-
ta Y es una combinacion lineal de las variables observables con coeficientes

a=(ay,...,a,)
Y:ale—l—'--—i—apo.

Si X =[Xy,...,X,] es la matriz de datos, también podemos escribir
Y = Xa.
SiZ =0 Xy + -+ b,X, = Xb es otra variable compuesta, se verifica:
1. Y =%Xa, Z=%xb.
2. var(Y') = a’Sa, var(Z) = b’Sb.
3. cov(Y, Z) = a’Sh.

Ciertas variables compuestas reciben diferentes nombres segin la téc-
nica multivariante: componentes principales, variables candnicas, funciones
discriminantes, etc. Uno de los objetivos del Andlisis Multivariante es encon-
trar variables compuestas adecuadas que expliquen aspectos relevantes de los
datos.

1.6. Transformaciones lineales

Sea T una matriz p x ¢q. Una transformacién lineal de la matriz de datos
es
Y = XT.

Las columnas Y7,...,Y, de Y son las variables transformadas.
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Propiedades:
1. ¥ =X'T, donde y es el vector (columna) de medias de Y.
2. Sy = T'ST, donde Sy es la matriz de covarianzas de Y.

Demost.:
y = %1’Y = %1’XT =XT. Sy = %Y’HY = %T’X’HXT = T'ST.

1.7. Teorema de la dimensién

La matriz de covarianzas S es (semi)definida positiva, puesto que:
a’Sa = ta'’X'HXa = 1a’X'HHXa = b'b >0,
siendo b = n~'/?HXa.

El rango 7 = rango(S) determina la dimensién del espacio vectorial gene-
rado por las variables observables, es decir, el nimero de variables linealmente
independientes es igual al rango de S.

Teorema 1.7.1 Sir = rango(S) < p hay r variables linealmente indepen-
dientes y las otras p — r son combinacion lineal de estas r variables.

Demost.: Podemos ordenar las p variables de manera que la matriz de cova-

rianzas S, de Xi,..., X, sea no singular
S11 S1ir
S, =
Sri1 Srr
Sea Xj,j > r. Lafila (sji,...,s;,) serd combinacién lineal de las filas de S,.
Luego las covarianzas s;1,...,s; entre X; y Xi,..., X, verifican:

T r
Sjj = Zaisﬁ, Sji = Z Q;r Siit -
i=1 i'=1

Entonces

var(X; — D00 ;X)) =855+ Dy QiGiSio — 2 i 4iSji
= Z;ﬂzl aisji —|— 22:1 ai(zz,zl ai’sii’) — 2 Z::l aisji
=D i @iSji )iy iSji — 2 ) 1 a;Sjq

0.
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Por lo tanto

Xj —ET:CLZ)(z = C:X]‘ = c—l—zr:aiXi
=1 =1

donde ¢ es una constante. O

Corolario 1.7.1 Si todas las variables tienen varianza positiva (es decir,
ninguna se reduce a una constante) y r = rango(R) < p, hay r variables
linealmente independientes y las otras p — r son combinacion lineal de estas
r variables.

Demost.: De (1.1) deducimos que r = rango(R) = rango(S). O

1.8. Medidas globales de variabilidad y
dependencia

Una medida de la variabilidad global de las p variables debe ser funcién
de la matriz de covarianzas S. Sean Ay, ..., )\, los valores propios de S. Las
siguientes medidas (determinante y traza) tienen especial interés en AM.

a) Varianza generalizada:
IS| =A1 X -+ X Ap.

b) Variacién total:
tr(S) =My + - + Ay

Una medida de dependencia global debe ser funcién de la matriz de co-
rrelaciones R. Un coeficiente de dependencia es

7’ =1-R],
que verifica:
1. 0<n?< 1.
2. n? = 0 si y sélo si las p variables estdn incorrelacionadas.

3. n? = 1 si y sélo si hay relaciones lineales entre las variables.

Demost.:



1.9. DISTANCIAS 19

1. Sean Aq,..., A, los valores propios de R. Si g y a son las medias ge-
ométrica y aritmética de p nimeros positivos, se verifica ¢ < a. En-
tonces, de tr(R) = p,

‘R|1/p: (/\1 VTR, )\p)l/P < ()\1 4ot )\p)/p =1,
y por lo tanto 0 < |R| < 1.
2. R =1 (matriz identidad) si y sélo si las p variables estdn incorrela-
cionadas, luego 1 — |I| =O0.

3. Si n? = 1, es decir, |R| = 0, entonces rango(R) < p y por lo tanto
existen relaciones lineales entre las variables (Teorema 1.7.1).

1.9. Distancias

Algunos métodos de AM estan basados en criterios geométricos y en la
nocién de distancia entre individuos y entre poblaciones. Si

X —

/

Xn

es una matriz de datos, con matriz de covarianzas S, las tres definiciones mas
. . . ;L ;L

importantes de distancia entre las filas x} = (241, ..., %), X; = (Tj1, ..., Tjp)
de X son:

1. Distancia euclidea:

p
dp(i,j) = (@in, — xjn)2. (1.2)
h=1
2. Distancia de K. Pearson
p
dp(i,j) = (in — xjn)?/Shn, (1.3)
h=1

donde s;,;, es la covarianza de la variable Xj,.

3. Distancia de Mahalanobis:
A (i, J) = /(s — %)L (x; — ). (1.4)
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Observaciones

Un cambio de escala de una variable X, es una transformacién Y; = aX},
donde « es una constante. Comparando las tres distancias, se concluye que
dy; es muy adecuada en AM debido a que verifica:

a) dp supone implicitamente que las variables estdn incorrelacionadas y
no es invariante por cambios de escala.

b) dp también supone que las variables estdn incorrelacionadas pero es
invariante por cambios de escala.

c) dy tiene en cuenta las correlaciones entre las variables y es invariante
por transformaciones lineales no singulares de las variables, en parti-
cular cambios de escala.

Las distancias dg y dp son casos particulares de dj; cuando la matriz de
covarianzas es la identidad I, y diag(S), respectivamente. En efecto:

dg(i,7)? = (x —x;)'(%; — x;),

dp(i,j)* = (xi = x;)'[diag(S)] ™" (x; — x;)-

La distancia de Mahalanobis (al cuadrado) puede tener otras versiones:

1. Distancia de una observacién x; al vector de medias X de X :

2. Distancia entre dos poblaciones representadas por dos matrices de datos
an Xps Y

na2Xp :
(X-y)s7(x-y)
donde X,y son los vectores de medias y

S = (n181 + TlgSg)/(Tll + TLQ)

es la media ponderada de las correspondientes matrices de covarianzas.
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1.10. Algunos aspectos del calculo matricial

1.10.1. Descomposicion singular

Sea A un matriz de orden n X p con n > p. Se llama descomposicién en

valores singulares de A a
A =UD,V’

donde U es matriz n X p cuyas columnas son vectores ortonormales, Dy es
una matriz diagonal p X p con los valores singulares

§1 228, 28 =--=8,=0, (sir<p),
y V es una matriz p x p ortogonal. Se verifica:
1. El rango de A es el niimero r de valores singulares positivos.
2. U contiene los vectores propios (unitarios) de AA’, siendo U'U = I,.

3. 'V contiene los vectores propios (unitarios) de A’A, siendo V'V =
VV' =1,

4. Sin = py A es simétrica, entonces U =V y A = UD,U’ es la
descomposicién espectral de A. Los valores singulares son los valores
propios de A.

1.10.2. Inversa generalizada

Si A es una matriz cuadrada de orden pX p no singular, es decir, rango(A) =
p, existe la matriz inversa A~ tal que

AA ' =ATA=T,

Si el rango es rango(A) = r < p, 0 A no es matriz cuadrada, la inversa
no existe, pero existe la inversa generalizada o g-inversa A~.

Sea A un matriz de orden n X p con n > p. Se llama inversa generalizada
de A o g-inversa, a una matriz A~ que verifica:

AATA=A.
La g-inversa no es tnica, pero si A~ verifica ademas:

A AA =A", (AA)Y=AA" (A A)=AA,
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entonces la g-inversa A~ es tnica.
Sea rango(A) =r y A = UD,V’ la descomposicién singular de A, con

D, = diag(s1,...,5,0,...,0).

Entonces
D; =diag(s;',...,s.,0,...,0).
y la matriz p x n
A- =VD,U
es una g-inversa de A. En efecto,

AA~A =UD,V'VD,UUD,V’' = A.

1.10.3. Aproximaciéon matricial de rango inferior

Sea A = (a;j) una matriz de orden n x p con n > p y rango r. Supongamos
que deseamos aproximar A por otra matriz A* = (a;*j), del mismo orden n X p
pero de rango k < r, de modo que

tr[(A —A*) (A — A")] Z Z aij — aj;)° = minimo.

=1 j=1

Si A = UD,V’ es la descomposicién en valores singulares de A, entonces la
solucion viene dada por
A* =UDIV/ (1.5)

donde D es diagonal con los k primeros valores singulares de A, siendo nulos
los restantes valores, es decir:

D? = diag(s1,..., S, 0,...,0).

El minimo es la suma de los cuadrados de los valores singulares eliminados,
es decir, tr[(D, — D*)?]. Esta es la llamada aproximacién de Eckart -Young.
Por ejemplo, si

W = N~
N Ot O W
_— o =N
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entonces A es

0,3491 -0,4210 0,5276

01613 06148 —04166 10,14 0 0 0,5037 05935  0,6277
08620 0188 03776 0 2295 0 0,8612 —0,4018 —0,3111
) ) ) 0 0 1,388 0,0675 0,6973 —0,7135

0,3280 0,6398  0,6367
y la aproximacién de rango 2 es

0,9509 2,489 2,522
2,039 0,4038 0,5877
4.035 5.366 5,6265 |’
2,939 1,384 1,6309

A* =

siendo A* (redondeando a cuatro decimales)

0,3491 —0,4210 0,5276
0,1613 0,6148 —0,4166
0,8629 —0,188 —0,3776
0,3280 0,6398  0,6367

10,14 0 0 0,5037 05935  0,6277
0 2295 0 0,8612 —0,4018 —0,3111
0 0 0 0,0675 0,6973 —0,7135

El valor minimo es 1,388% = 1,926, el cuadrado del valor singular eliminado.

En particular, si B es matriz simétrica semidefinida positiva de rango r y

B = TD, T’ es la descomposicién espectral (con los valores propios ordenados

de mayor a menor), entonces la mejor aproximacién de rango k < r es la
matriz

B*= TD}T, (1.6)

donde D3 contiene los k primeros valores propios de B.

1.10.4. Transformacién procrustes

Sea A una matriz de orden n X p con n > p. Sea B otra matriz del mismo
orden y escala (misma media y varianza para las columnas). Supongamos que
queremos transformar A en AT siendo T matriz p x p ortogonal, de modo
que AT sea lo més préoxima posible a B, es decir tr[(AT — B)'(AT — B)| =
minimo. Si obtenemos la descomposicién en valores singulares

A'B = UD,V/,

entonces la solucién es

T =UV. (1.7)
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Se conoce AT como la transformacién procrustes.

En el caso general, sean X, Y dos matrices n X p, con n > p, y vectores
(filas) de medias X,y. Deseamos aproximar X a Y mediante contraccién,
traslacién y rotacion. Consideremos la transformacion

Y* =bXT + 1c,

donde b es una constante escalar, T es matriz p X p ortogonal, 1 es el vector
n % 1 de unos y ¢ es un vector (fila) 1 X p de constantes. Se trata de encontrar
b, T, c, de modo que Y* sea lo més préximo posible a Y en el sentido de
que tr[(Y — Y*)(Y — Y*)] = minimo. Es decir, para cada par de columnas
X;,y; se desea hallar el vector

y; = 0T'x; +¢;1

lo mds préximo posible a y;.
Si X, Y son las matrices centradas, obtenemos primero la descomposicién
singular

X'Y = UD.,V'.

Indicando M2 = FA'?F’, siendo M = FAF' la descomposicién espectral
de la matriz simétrica M = X Y'Y X, la solucién es

b=tr {(K’??’X)W} /(X' X), T=UV, c=3—IxT.

Una medida del grado de relacién lineal entre X e Y, llamada coeficiente
procrustes, y que toma valores entre 0 y 1, es

Py = [ { (XYY %)} " (X X)e(Y Y. (1.8)

Este coeficiente se puede expresar también en términos de matrices de co-
varianzas, pero no es invariante por transformaciones lineales aplicadas por
separado a X ya Y.

Si p = 1 el analisis procrustes equivale a la regresién lineal y* = bx +
y — bz, siendo b = s,,,/s2 y Pxy = Suy/(825,) los coeficientes de regresion y
correlacién ordinarios.
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N E S W|N E S W
72 66 76 77|91 79 100 75
60 53 66 63| 56 68 47 50
596 37 64 B38| 79 65 70 61
41 29 36 38|81 80 68 58
32 32 35 36|78 55 67 60
30 35 34 26|46 38 37 38
39 39 31 2739 35 34 37
42 43 31 25|32 30 30 32
37 40 31 25|60 50 67 54
33 29 27 36|35 37 48 39
32 30 34 2839 36 39 31
63 45 74 63|50 34 37 40
54 46 60 52 |43 37 39 50
47 51 52 43|48 54 57 43

Tabla 1.1: Dep6sitos de corcho (centigramos) de 28 alcornoques en las cuatro
direcciones cardinales.

1.11. Ejemplos

Ejemplo 1.11.1 Arboles.

La Tabla 1.1 contiene los datos de n = 28 alcornoques y p = 4 variables,
que miden los depdsitos de corcho (en centigramos) en cada uno de los cuatro
puntos cardinales: N, E, S, W.

Medias, covarianzas y correlaciones

Vector de medias: X = (50,536; 46,179; 49,679; 45,179).
Matriz de covarianzas y de correlaciones muestrales:

280,0 215,7 278,1 2182 1 0,885 0,905 0,883
S_ 212,1 2209 165,2 R 1 0,826 0,769
B 3375 2503 |0 0 1 0,923

217,9 1
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Figura 1.1: Distribucién de las variables N, E, S, W y relaciones entre cada
par de variables de la Tabla 1.1.

Variables compuestas

Las siguientes variables compuestas explican diferentes aspectos de la
variabilidad de los datos:

Media Varianza

Contraste eje N-S con eje E-W: Vi = N+S—-—FE—-W 8857 1241
Contraste N-S: Yo= N-S 0,857 61,27
Contraste E-W: Ys= E-W 1,000 99,5

Diremos que una variable compuesta estd normalizada si la suma de
cuadrados de sus coeficientes es 1. La normalizacién evita que la varianza
tome un valor arbitrario. La normalizacién de Y7, Y3, Y3 da:

Media Varianza
Zy= (N+S—E—-W)/2 4428 31,03
Zy= (N—2S8)/V2 0,606 30,63
Zs= (E—-W)/V2 0,707 49,75

La normalizacién de las variables consigue que éstas tengan varianzas maés
homogéneas. La media de Z; sugiere que la principal direccién de variabilidad
se pone de manifiesto al comparar el eje N-S con el eje E-W.
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Visualizacion de datos

En los capitulos siguientes veremos métodos y técnicas de visualizacién de
datos multivariantes. Como norma general es conveniente, antes de realizar
el andlisis, examinar y revisar los datos. La Figura 1.1 contiene un gréfico
que permite visualizar la distribucion de las 4 variables de la Tabla 1.1 y las
relaciones lineales, o regresion lineal, entre cada par de variables.

Ejemplo 1.11.2 Familias.

Se consideran n = 25 familias y se miden las variables (véase la Tabla
1.2):

X, = long. cabeza primer hijo, Xs = anchura cabeza primer hijo,
Y; = long. cabeza segundo hijo, Y3 = anchura cabeza segundo hijo.

Efectuando un andlisis procrustes para estudiar el grado de coincidencia
de la matriz X (dos primeras columnas) con la matriz Y (tercera y cuarta
columna), se obtienen los vectores de medias

X = (187,4, 151,12), ¥ = (183,32, 149,36),

los valores b = 0,7166, ¢ = (57,65, 31,17) y la matriz de rotacién

o ( 0.9971 00761
—\ -0,0761 0,9971 )°

Los primeros 4 valores de las matrices Y y la transformacién procrustes
Y* = bXT + 1c, son:

i Y | Y W
179 145 185,6 152,3
201 152 188,8 148,2
185 149 178,9 146,8
188 149 180,0 150,4

El coeficiente procrustes es P, = 0,5508.
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X, X, v Y% Xi X, Y Y
191 155 179 145 202 160 190 159
195 149 201 152 194 154 188 151
181 148 185 149 163 137 161 130
183 153 188 149 195 155 183 158
176 144 171 142 186 153 173 148
208 157 192 152 181 145 182 146
189 150 190 149 175 140 165 137
197 159 189 152 192 154 185 152
188 152 197 159 174 143 178 147
192 150 187 151 176 139 176 143
186 161 179 158 197 167 200 158
179 147 183 147 190 153 187 150
195 153 174 150

Tabla 1.2: Longitud y anchura del primer y segundo hijo en 25 familias.

1.12. Complementos

La descomposicién en valores singulares de una matriz es una idea senci-
lla pero muy 1til en Analisis Multivariante. Generaliza los vectores y valores
propios de una matriz, permite calcular inversas generalizadas y es fundamen-
tal en Anélisis de Correlacién Candnica y en Anélisis de Correspondencias.
Véase Golub y Reinsch (1970).

La aproximacion de una matriz por otra de rango inferior se debe a Eckart
y Young (1936), y es la versién matricial de la reduccién de la dimension,
uno de los objetivos tipicos del Anélisis Multivariante.

La transformacién procrustes fue estudiada independientemente por N.
Cliff y P. H. Schonemann en 1966. Permite transformar una matriz en otra
y estudiar el grado de coincidencia entre dos matrices de datos, mediante
una generalizaciéon multivariante de la ecuacién de regresién. Véase Gower
(1971b), Mardia et al. (1979) y Seber (1984).

Para una historia del coeficiente de correlacién y otras medidadas de
asociacion, véase Cuadras y Greenacre (2022).



Capitulo 2

NORMALIDAD
MULTIVARIANTE

2.1. Introduccion

Los datos en AM suelen provenir de una poblacién caracterizada por
una distribucién multivariante. Sea X =(Xj, ..., X,,) un vector aleatorio con
distribucién absolutamente continua y funcién de densidad f(xy,...,x,). Es
decir, f verifica:

1) f(z1,...,2p) >0, para todo (z1,...,x,) € RP.

2) [ flw1, .. 2p)day - doy, = 1.

Conocida f(z1,...,x,) podemos encontrar la funcién de densidad de cada
variable marginal X; mediante la integral

fj(ib‘j) = /f(l‘l, vy gy ,.I’IJ)d.Tl cee dxj,1d$j+1 ce dl'p.
Como en el caso de una matriz de datos, es importante el vector de medias
w=(EX1),...,E(X,)),
donde E(Xj) es la esperanza de la variable marginal X;, y la matriz de

covarianzas ¥ = (0;;), siendo o;; =cov(X;, X;), 0, =var(X;). Teniendo en
cuenta que los elementos de la matriz (X — u)(X — p)’, de orden p x p, son

29
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(Xi — ) (X — ;) y que cov(Xy, Xj) = E(X; — 1;)(Xj — p;), la matriz de
covarianzas 3 = (0;;) es

¥ = EB[(X - p)(X —p)].

En este capitulo introducimos y estudiamos la distribucién normal mul-
tivariante y tres distribuciones relacionadas con las muestras multivariantes:
Wishart, Hotelling y Wilks.

2.2. Distribucion normal multivariante

2.2.1. Definicién

Sea X una variable aleatoria con distribucién N (u, 02), es decir, con media
p y varianza o2. La funcién de densidad de X es:

2\—1/2
L tewrer _ O e b (2.1)

oV 21 B \ 2T '

Evidentemente se verifica:

flx; p,o®) =

X =p+o0Y siendo Y ~ N(0,1), (2.2)

donde el sfmbolo ~ significa “distribuido como”.
Vamos a introducir la distribucién normal multivariante N,(p,>) como
una generalizacién de la normal univariante. Por una parte, (2.1) sugiere

definir la densidad de X = (X7,..., X,) ~ N,(p, X) seguin:

F( ») =z —3(x—p) B (x—p) (2.3)

X; Y = e Y °
BT ey

siendo X = (z1,...,2p), 0 = (pty,...,1,)" y X = (04) una matriz definida

positiva, que como veremos, es la matriz de covarianzas. Por otra parte,

(2.2) sugiere definir la distribucién X = (X3,..., X,) ~ N,(p, X) como una

combinacién lineal de p variables Y3, ...,Y, independientes con distribucién
N(0,1)

X1 =p+anYr + -+ apY,,

: : (2.4)

Xp =pp+apYi+ - +apY,,
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que podemos escribir como

X=p+AY (2.5)
siendo Y =(Y3,...,Y,) v A = (a;;) una matriz p x p que verifica AA’ = 3.
Proposicién 2.2.1 Las dos definiciones (2.3) y (2.4) son equivalentes.

Demost.: Segin la férmula del cambio de variable

dy
fX(xla s JIP) = fy<y1<-73),-.-,yp(17>> o )
X
siendo y; = y;(z1,...,2p), 1 =1,...,p, el cambioy J = ‘%‘ el jacobiano del

cambio. De (2.5) tenemos
dy
— A l(x— At
y=A g = | ] <Ay

y como las p variables Y; son N(0, 1) independientes:

Fx(@n, ... x) = (1/V2m)Pe 2 Zia v | A1 (2.6)

Pero ¥7! = (A7!)(A™') y por lo tanto
¥y = (- (A YA x— ) = (x-S ). (2)
Substituyendo (2.7) en (2.6) y de |A|™! = |X|~!/2 obtenemos (2.3). O

2.2.2. Propiedades

1. De (2.5) es inmediato que E(X) = p y que la matriz de covarianzas es

E[(X —p)(X - p)]=E(AYY'A') = ALLA' = %

2. La distribucién de cada variable marginal X; es normal univariante:
XiNN(/Li,Oii>, Zzl,,p

Es consecuencia de la definicién (2.4).



32 CAPITULO 2. NORMALIDAD MULTIVARIANTE

3. Toda combinacién lineal de las variables Xi,..., X,
Z=by+b0 X1+ - +b,X,

es también normal univariante. En efecto, de (2.4) resulta que Z es
combinacién lineal de N (0, 1) independientes.

4. Si ¥ =diag(o11,...,0,,) esmatriz diagonal, es decir, o;; = 0, # j, en-
tonces las variables (X1,..., X)) son estocdsticamente independientes.
En efecto, la funcién de densidad conjunta resulta igual al producto de
las funciones de densidad marginales:

f(xla <o Tps Wy 2) = f('rl;/’Ll’Jll) Xoeee X f(xp;Upagpp)
5. La distribucion de la forma cuadrética

U= (x—p)E7 (x—p)

es ji-cuadrado con p grados de libertad. En efecto, de (2.5) U = Y'Y =
P Y? es suma de los cuadrados de p variables N(0,1) indepen-

dientes.

2.2.3. Caso bivariante

Cuando p = 2, la funcién de densidad de la normal bivariante se puede
expresar en funcién de las medias y varianzas ji;, 0%, ji,, 03 y del coeficiente
de correlacién p =cor(Xy, Xs) :

f('r17$2) = L

2ro1024/ 1—p2

r1—pq)? T1— T2— To—pg)?
X exp [—%1_1p2{( 10_51) —2p! 101”1)( 202“2)+( 20_52) H,

siendo —1 < p < +1 (Figura 2.1). Se verifica:

1. Hay independencia estocéastica si y sélo si p = 0.
2. La distribucién de la variable marginal X; es N(u;,0%),i=1,2.

3. La funcién de densidad de X5 condicionada a X; = z; es

€xXp [ — )
oar/21(1 — p?) 205(1 — p?)

densidad de la distribucién normal N (jy+p(02/01)(x1—p11), 02(1—p?)).

Flosfry) = —— = 1ty plonfon) s — )
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Figura 2.1: Funcién de densidad de una distribucién normal bivariante de
medias 1 y 1, desviaciones tipicas 2 y 2, coeficiente de correlacién 0.8.

4. La regresion es de tipo lineal, es decir, las curvas de regresiéon de la
media

To = E<X2|X1 = l’l), T = E(X1|X2 = l‘g),

son las rectas de regresion.

2.3. Distribucion de Wishart

La distribuciéon de Wishart es la que sigue una matriz aleatoria simétrica
definida positiva, generaliza la distribucién ji-cuadrado y juega un papel im-
portante en inferencia multivariante. Un ejemplo destacado lo constituye la
distribucién de la matriz de covarianzas S, calculada a partir de una matriz
de datos donde las filas son observaciones normales multivariantes.

Definicién

Si las filas de la matriz Z,y, son independientes N,(0,3) entonces di-
remos que la matriz Q = Z'Z es Wishart W,(X,n), con pardmetros X y n
grados de libertad.

Cuando X es definida positiva y n > p, la densidad de Q es

£(Q) =c|Q|" " Vexp [-1tr(Z'Q)]
siendo )
¢t = onp/2pp(=1)/4| 33 n/2 EF[%(TL +1—1)].
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Propiedades:

1. Si Qq, Q2 son independientes Wishart W,(X,m), W,(3, n), entonces la
suma Q; + Q2 es también Wishart W,(X, m + n).

2. Si Q es W,(X,n), y separamos las p variables en dos conjuntos de p; y
po variables, y consideramos las particiones correspondientes de ¥ y Q

Y X Qi Qu2 >
2 = —=
( o1 g > ’ Q ( Q2 Qa2 /)’
entonces Qq1 es Wy, (X11,n) y Qoo es W, (2a2, n).

3. SiQes W,(X,n)y T es una matriz p x ¢ de constantes, entonces T'QT
es W,(T'ET, n). En particular, si t es un vector, entonces

t'Qt 9
/ ~ Xn-
t'3t

(Recordemos que ~ significa “distribuido como”).

2.4. Distribuciéon de Hotelling

Indiquemos por F* la distribucién F de Fisher-Snedecor, con m y n
grados de libertad en el numerador y denominador, respectivamente.

La distribuciéon de Hotelling es una generalizaciéon multivariante de la
distribucién t de Student.
Definicién

Siy es N,(0,I), independiente de Q que es Wishart W,,(I,m), entonces

T2 — my/Q—ly

sigue la distribucién T2 de Hotelling, que se indica por T2(p, m).

Propiedades:

1. Six es Ny(p,X) independiente de M que es W,(3, m), entonces

7% = m(x — p)M™ (x — p) ~ T?(p,m).
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2. T? estd directamente relacionada con la distribucién F de Fisher-Snedecor

_ mp
T*(p,m) = m_—WFfl_pH-

3. Si X, S son el vector de medias y la matriz de covarianzas de la matriz
X,xp con filas independientes N,(p, X)), entonces

(n—1)(X—p)'S~ (F—p) ~ T2(p,n — 1),
y por lo tanto
n—p
p

4. Si x,S,,y,S, son el vector de medias y la matriz de covarianzas de
las matrices X, xp, Yn,xp, respectivamente, con filas independientes
N,(p,X), y consideramos la estimacién conjunta centrada (o insesgada)

(X—p)'S™HE—p) ~ Fy_

p*

de X ~
S= (n1S1 + n2S3)/(n1 + ng — 2),
entonces
72 = M (% g)Y§ (X —F) ~ T2(p,n1 + 1z — 2)
ny + No

y por lo tanto
—1—
MAm 2 Pre
(n1 + ng — 2)]? 12 p

2.5. Distribucién de Wilks

La distribucién F con m y n grados de libertad surge considerando el

cociente
_A/m

- B/n’
donde A, B son ji-cuadrados estocdsticamente independientes con m y n gra-
dos de libertad. Si consideramos la distribucién

A
A+ B’
la relacién entre A y F, asf como la inversa F), es
A 1-A
ey L e
ml—A n A

La distribucién de Wilks generaliza esta relacion.
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Definicién

Si las matrices A, B de orden p x p son independientes Wishart W, (3, m),
W,(%, n), respectivamente, con m > p, la distribucién del cociente de deter-
minantes

Al

A= |A + B|
es, por definicién, la distribuciéon lambda de Wilks, que indicaremos por
A(p,m,n).
Propiedades:

1.0 < A <1y ademds A no depende de 3. Por lo tanto, podemos
estudiarla suponiendo X = 1.

2. Su distribucién es equivalente a la del producto de n variables beta

independientes:
n

A(p7man) ~ H Uia

i=1
donde U; es beta B(3(m+1i—p), 3p). (Obsérvese que debe ser m > p).

3. Los pardametros se pueden permutar manteniendo la misma distribu-
cién. Concretamente: A(p, m,n) ~ A(n,m +n — p,p).

4. Para valores 1y 2 de p y n, la distribucién de A equivale a la distribucion
F, segin las férmulas:

Ty ~ F; (p=1)
SAmet L (=) .
1-vVAm-1 ~ F2n _ 2) ( ) )
VA n 2(m—1) (p -

—+vA m—p+1 2 _
1& =~ By (0=2)

5. En general, una transformacion de A equivale, exacta o asintéticamente,
a la distribucién F. Si A(p,t—q, q) es Wilks con t relativamente grande,
consideremos

B 1 —AY5ms — 2\
o Al/s pq

conm = t—(p+q+1)/2, A = (pg—=2)/4, s = /(P — 4) /(1> + > = 5).
Entonces F' sigue asintéticamente la distribucién F con pg y (ms—2\)
grados de libertad (g. 1.), (Rao, 1973, p.556).

(2.9)
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Figura 2.2: Un ejemplo de funcién de densidad lambda de Wilks.

2.6. Relaciones entre Wilks, Hotelling y F

A. Probemos la relacién entre A y F cuando p = 1. Sean A ~ x2,, B ~ x2
independientes. Entonces A = A/(A+ B) ~ A(1,m,n)y F = (n/m)A/B =
(n/m)F ~ F™. Tenemos que A = (4/B)/(A/B + 1) = F/(1 + F), luego
F=A/(1-A) = (n/m)A/(1-A) ~ E™ Massi F ~ F™ entonces 1/F ~ F".
Hemos demostrado que:

1—A(1,m,n)m
———— ~ F. 2.1
A(l,m,n) n " (2.10)

B. Recordemos que y es un vector columna y por lo tanto yy’ es una matriz
p X p. Probemos la relacién entre las distribuciones 72 y F. Tenemos T? =
my'Q 'y, donde Q es W,(I,m), y yy’ es W,(I,1). Se cumple

Q+yy'| = Q|l1+y'Q "yl

que implica
1+y'Q 7y = [Q +yy'|/IQ] = 1/A,

donde A = |Q|/|Q + yy'| ~ A(p,m,1) ~ A(1,m+1—p,p). Ademdsy'Q 1y =
1/A—1=(1-A)/A. De (2.10) tenemos que y'Q 'y(m+1—p)/p~F} ., ,
y por lo tanto

mp_

T’ =myQly ~—— .
YQ y m+1_p m-+1—p
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2.7. Distribucion multinomial

Supongamos que la poblacién €2 es la reunién disjunta de k sucesos ex-
cluyentes Ay, ..., Ag,

Q= Ay +-+ Ay,

con probabilidades positivas P(A;) = p1, ..., P(Ax) = px, verificando

prt-+pp=1

Consideremos n observaciones independientes y sea (f1, ..., fx) el vector con
las frecuencias observadas de Ay, ..., A, siendo

fid ot fo=n. (2.11)
La distribucién multinomial es la distribucién de £ = (f1, ..., fr) con funcién

de densidad discreta

|
ffr, o fr) = ﬁp{l pgk

En el caso k£ = 2 tenemos la distribucién binomial.

Indiquemos p = (p1, ..., k)
1. El vector de medias de f es u = np.
2. La matriz de covarianzas de f es C = n[diag(p) — pp’|. Es decir:

Cii = npi(l - pz‘);
Cij = —NPiPj si g 7é j

Puesto que C1 = 0, la matriz C es singular. La singularidad se debe a
que se verifica (2.11). Una g-inversa de C es (véase Seccién 1.10):

C = %diag(pl_l, et (2.12)
Puesto que C(I — 11") = C, es facil ver que otra g-inversa es

C™ = ldiag(p;',...,p )X —11).
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2.8. Distribuciones con marginales dadas

Sea H(z,y) la funcién de distribucién bivariante de dos variables aleato-
rias (X,Y). La funcién H es

H(z,y) =P(X <2,Y <y).

Consideremos las distribuciones marginales, es decir, las distribuciones uni-
variantes de X, Y:

F(zr) =P(X <z)=H(z,00),
Gly) =P <y)=H(c0,y).

Un procedimiento para la obtencién de modelos de distribuciones bivariantes
consiste en encontrar H a partir de F, G y posiblemente algiin pardametro.
Si suponemos X, Y independientes, una primera distribucién es

H'(z,y) = F(2)G(y).
M. Fréchet introdujo las distribuciones bivariantes

H~(a,y) = mix{F(x) + G(y) - 1, 0},
H*(2,y) =min{F(z), Gy}

y demostré la desigualdad
H™ (z,y) < H(z,y) < H (z,y).

Cuando la distribucién es H~, entonces se cumple la relaciéon funcional entre
X,Y
FX)+GY) =1,

y la correlacién entre X, Y (si existe) p~ es minima. Cuando la distribucién
es HT, entonces se cumple la relacién funcional entre X, Y

F(X) =G(Y),

y la correlacién entre X,Y (si existe) pt es maxima. Previamente W. Ho-
effding habia probado la siguiente férmula para la covarianza

cov(X,Y) = /R [H(z,) ~ F@)C(y)]drdy,
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/
Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) |
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Figura 2.3: Cinco familias de distribuciones con marginales dadas, represen-
tadas mediante las correlaciones entre dos pares de funciones ortogonales, el
primer par es lineal (abcisas) y el segundo es cuadratico (ordenadas). To-
das las curvas pasan por el origen, que indica independencia estocdstica. La
curva para la familia Clayton-Oakes alcanza las cotas inferior y superior de
Fréchet. la curva para la familia FGM sélo tiene componente lineal.

y demostrado la desigualdad
p~ <p<pt,

donde p~,p y pt son las correlaciones entre X,Y cuando la distribucién
bivariante es H~, H y H™, respectivamente.

Posteriormente, diversos autores han propuesto distribuciones bivariantes
paramétricas a partir de las marginales I, G, que contienen H°, y en algunos
casos, H~ y H™. Escribiendo F, G, H para indicar F(z), G(y), H(z,y),
algunas familias paramétricas son:

1. Farlie-Gumbel-Morgenstern:

Hy=FG[l+60(1-F)(1-@G)], -1<6<1.
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2. Clayton-Oakes:

Hy = [max(F*+ G- 1,0, —1<0<c.

3. Ali-Mikhail-Hag:

Hy=FG/l-01-F)(1-G), -1<0<1.

4. Gumbel-Barnett

Hy=FGexp(—0In FInG), 0<6<1.

5. Cuadras-Augé:

Hy = (min{F,G})*(FG)"™?, 0<0<1.

6. Familia de correlacion:
Ho(w, y) = 0F (minfe, y}) + (1 - 0)F(2)J(y), 0<0<1,

siendo J(y) = [G(y) — 0F (y)]/(1 — €) una funcién de distribucién uni-
variante.

La Figura 2.3 proporciona una representaciéon de cinco familias de dis-
tribuciones con marginales dadas. El grifico representa, para cada familia,
las correlaciones (71, 73) en funcién del pardmetro 6, entre un par de funciones
lineales (r1) y un par de funciones cuadraticas (rq).de las variables X, Y.

2.9. Complementos

La distribucién normal multivariante es, con diferencia, la mas utilizada
en andlisis multivariante. Textos como Anderson (1958), Rao (1973), Rencher
(1995, 1998), se basan, casi exclusivamente, en la suposicién de normalidad.
Mis recientemente se han estudiado generalizaciones, como las distribuciones
elipticas, cuya densidad es de la forma

f) =272 [(x — ) S (x — )],
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donde ¢ es una funcién positiva creciente. Otras distribuciones importantes
son la multinomial y la Dirichlet.

Cuando se estudiaron muestras normales multivariantes, pronto se planteé
la necesidad de encontrar la distribucién de la matriz de covarianzas, y de
algunos estadisticos apropiados para realizar contrastes de hipétesis multi-
variantes. Asi fue como J. Wishart, H. Hotelling y S. S. Wilks propusieron
las distribuciones que llevan sus nombres, en los anos 1928, 1931 y 1932,
respectivamente.

El estudio de las distribuciones con marginales dadas proporciona un
método de construccion de distribuciones bivariantes y multivariantes.

Algunas referencias son: Hutchinson y Lai (1991), Joe (1997), Nelsen
(2006), Cuadras y Augé (1981), Cuadras (1992a, 2006, 2009, 2015). La fér-
mula de Hoeffding admite la siguiente generalizaciéon (Cuadras, 2002a, 2010,
2014):

cor(al(X).50V) = [ [H(a.) = F@)Gu)lda()d ()

Véase también Quesada-Molina (1992), Cuadras (2015, 2023), Diaz y Cuadras
(2017, 2022) y Cuadras et al. (2019).



Capitulo 3

INFERENCIA
MULTIVARIANTE

3.1. Conceptos basicos

Sea f(x,0) un modelo estadistico. La funcién “score” se define como

0
z(x,0) =58 log f(x,0).

Una muestra multivariante estd formada por las n filas x/, ..., x/, indepen-

dientes de una matriz de datos X,,,. La funcién de verosimilitud es
n
=[[/:.0)
i=1
La funcién “score” de la muestra es

Z log f (x;,0

La matriz de informacién de Fisher F(0) es la matriz de covarianzas de
z(X,0). Cuando un modelo estadistico es regular se verifica:

a) E[z(X.0)]=0, b)F(0)=F[z(X0)z(X.0)].
Un estimador t(X) de 0 es insesgado si E[t(X)] = 6. La desigualdad

de Cramér-Rao dice que si cov(t(X)) es la matriz de covarianzas de t(X),
entonces

cov(t(X)) > F(0) ",

43
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en el sentido de que la diferencia cov(t(X)) — F(0) " es una matriz semi-

definida positiva. _
Un estimador 8 del pardmetro desconocido € es méximo verosimil si ma-
ximiza la funcién L(X,0). En condiciones de regularidad, podemos obtener

5 resolviendo la ecuacién
"0
—1 5,0) = 0.
; 5 108 1 (x:.6)

Entonces el estimador maximo verosimil 6,, obtenido a partir de una muestra
de tamano n satisface:

a) Es asintéticamente normal con vector de medias @ y matriz de cova-
rianzas (nF1(0))”", donde F;(0) es la matriz de informacion de Fisher
para una sola observacion.

b) Si t(X) es estimador insesgado de 6 tal que cov(t(X)) = (nF1()) ™",
entonces 0,, = t(X).

~

c) 0, converge en probabilidad a 6.

3.2. Estimacién de medias y covarianzas

Si las n filas x1,. .., %], de X,,«, son independientes N,(p,>) la funcién
de verosimilitud es

L(X, p, 2) = det(27X) ™2 exp {—% Z(X’ —p)'Z 7 (x; — p,)} :

Sea d; = x; — X. Se verifica
i (6 — )T (i — ) =30 dIE T+ (X )BT (X - )
=tr (271" did)/] +n(X— p)EH X - p).
Por lo tanto el logaritmo de L se puede expresar como
log L(X, p, &) = —2log det(2rX) — 2tr(Z7'S)—2(x — p) T (X — p).
Derivando matricialmente respecto de o y de 37! tenemos

splog L =nEY(X—p)=0,

sirlogL = 3[B—S— (X - w)(x— )| = 0.
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Las estimaciones maximo-verosimiles de p, 32 son pues

~

=% X=S.

Sin embargo S no es estimador insesgado de X. La estimacién centrada es
S =X'HX/(n—1).

Si s6lo p es desconocido, la matriz de informacién de Fisher es
F(p)=E S (X - p)nE ' (X —p)] =nE7,

y como cov(X) = 3 /n, tenemos que X alcanza la cota de Cramér-Rao.
Probaremos maés adelante que:

1. X es Ny(p,X/n).
2. X y S son estocdsticamente independientes.

3. nS sigue la distribucién de Wishart.

3.3. Contraste de hipétesis multivariantes

Un primer método para construir contrastes sobre los pardmetros de una
poblacién normal, se basa en las propiedades anteriores, que dan lugar a
estadisticos con distribucién conocida (ji-cuadrado, F).

3.3.1. Test sobre la media: una poblacién

Supongamos que las filas de X,,«, son independientes N,(u, X). Sea
un vector de medias conocido. Queremos realizar un test sobre la hipétesis

Ho: p = pyg
1. Si 3 es conocida, como X es N,(p,X/n), el estadistico de contraste es
n(X—po) (X~ pg) ~ X;-
2. Si ¥ es desconocida, como (n — 1)(X—p)'S™H(X—p) ~ T?(p,n — 1), el
estadistico de contraste es

n—p,_ Jey—1 e
g P (%= pao) S (X—pt) ~ FP_, (3.1)

En ambos casos se rechaza H, para valores grandes significativos del es-
tadistico.
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3.3.2. Test sobre la media: dos poblaciones

Supongamos ahora que tenemos dos matrices de datos independientes
X xps Ynyxp que provienen de distribuciones N, (pq, 3), N,(po, X). Quere-
mos construir un test sobre la hipétesis

1. Si ¥ es conocida, como (X—¥) es N,(py — to, (1/n1 + 1/n2)X) el es-
tadistico de contraste es

ning

- < /271 T — ) ~o 2'
n1+n2(x Y)E T (X-5)~x,

2. Si X es desconocida, el estadistico de contraste es

ny+ng—1—p ning
(n1+n2—2)p n1 + neo

(X-y)S (X -¥)~ F}

ni+ng—1-—p-

siendo S = (n1S1+12S2)/(n1+n2 —2) la estimacion centrada (es decir,
insesgada) de 3.
3.3.3. Comparacién de varias medias

Supongamos que las filas de g matrices de datos son independientes, y
que provienen de la observacién de g poblaciones normales multivariantes:

matriz orden media covarianza distribucién

X1 ny Xp il Sl Np([_lll, E)
Xy ngxXp Xy S» Ny(p, X) (3.2)
Xg ngXp Xy Sy Np(py, X)

El vector de medias generales y la estimacién centrada (o insesgada) de
la matriz de covarianzas comin ¥ son

g g
_ 1 _ ~ 1
X=—- E nX;, S = E n;Si,
n <
i=1 =1

n—g4

siendo S; = n; 'X'HX; y n = 7 i
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Deseamos construir un test para decidir si podemos aceptar la hipétesis
de igualdad de medias

Ho:py=py=---=pg.

Introducimos las siguientes matrices:

B =37 nX X)X —Xx) (dispersién entre grupos)
W =37 3" (Xia — X)(Xia — X;)'  (dispersién dentro grupos)
T =37 ,>" (Xia —X)(Xio —X)" (dispersién total)

Se verifica que W = (n — g)§ y la relacién:
T=B+W.
Si la hipétesis nula es cierta, se verifica ademds

B~W,(%,9—-1), W~W,(E,n—g), T~W,(X,n—-1),

B, W son estocasticamente independientes.

Por lo tanto, si Hy es cierta

(W]

= M A, —g,g—1)
W+ B (p,n—g,9—1)

Rechazaremos Hj si A es un valor pequeno y significativo, o si la transfor-
macién a una F' es grande y significativa.
3.4. Teorema de Cochran

Algunos resultados de la seccién anterior son una consecuencia del Teo-
rema 3.4.1, conocido como teorema de Cochran.

Lema 3.4.1 Sea X(n x p) una matriz de datos N,(p,3) y u, v dos vectores
n x 1 tales que u'u = v'v =1,u’'v =0.

1. Si p =0 entonces y'=u'X es N,(0,3).

2.y =u'X es independiente de z' = v'X.
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Demost.: Sean X1, ..., x/, las filas (independientes) de X. Si u = (uq,...,u,)’
entonces y'=u'X =" | u;x; es normal multivariante con g = 0 y matriz
de covarianzas

E(yy') = E(Z UzXz)(Z uix;) = E(Z Ui X X))

ij=1

= Z ’U,Z'UjE<XiX;-) = Z U?E(XZX;)
=1

ij=1
n

— 2y

= E u; 3 = X,
i=1

Anslogamente, si v = (vq,...,v,)", 2= v'X es también normal.
Las esperanzas de y,z son: E(y) = (3.1, ui)p, E(z) = (>, v;)p. Las
covarianzas entre y y z son:

E[(y-E(y))(z—E(z))] = Zuij[(Xi — ) — p)]

= Zuzsz[(xZ —p)(x; — )] =uvi =0,
i=1

lo que prueba la independencia estocastica entre y y z. U

Teorema 3.4.1 Sea X(n x p) una matriz de datos N,(0,%) y sea C(n x n)
una matriz simétrica.

1. X'CX tiene la misma distribucion que una suma ponderada de matrices
W,(%,1), donde los pesos son valores propios de C.

2. X'CX es Wishart W,(X,r) si y sdlo si C es idempotente y rango(C) =
r.

Demost.: Sea .
C = Z /\iuiué
i=1

la descomposicion espectral de C, es decir, Cu; = A\;u;. Entonces

X'CX =) A\ylyi
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Por el Lema 3.4.1 anterior, las filas y; de la matriz
Yi wX
Y = : = :
Yn u, X
son también independientes N,(0,3X) y cada y;y; es W,(X%,1).
Si C? = C entonces Cu; = \;u; siendo \; = 0 6 1. Por lo tanto r =tr(C)
y T
X'CX =) yiy; ~ Wy(Z,7). O
i=1

El siguiente resultado se conoce como teorema de Craig, y junto con el
teorema de Cochran, permite construir contrastes sobre vectores de medias.

Teorema 3.4.2 Sea X(nxp) una matriz de datos N,(p, X) y sean Cy(nxn),
Ca(n x n) matrices simétricas. Entonces X'C1X es independiente de X'CoX
st 0102 =0.

Demost.:

Ci=) M(Duu), X'CX =3 N1y,
=1
G M@V, XICX =T (e,

siendo yj = ujX, z; = v;X. Por otra parte

C,C, = ZZA uuiv;vi =0 = N(1)A(2ulv; =0, Vi,j.
=1 =1
Si Ai(1)A;(2) # 0, entonces por el Lema 3.4.1, yi(1 x p) = u,X es indepen-
diente de z}(1 x p) = v;X. Asf X'C;X es independiente de X'C,X. O
Una primera consecuencia del teorema anterior es la independencia entre

vectores de medias y matrices de covarianzas muestrales. En el caso univa-
riante p = 1 es el llamado teorema de Fisher.

Teorema 3.4.3 Sea X(n X p) una matriz de datos N,(p,X). Entonces:

1. La media X es Ny(p,3/n).
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2. La matriz de covarianzas S = X'HX /n verifica nS ~ W,(2,n — 1).
3. X y S son estocdsticamente independientes.

Demost.: Consideremos C; = n~'11". Tenemos rango(C;) = 1, X'C;X =
xx'. Consideremos también Cy = H. Como C;C,; = 0 deducimos que X es
independiente de S.

Por otra parte, H1 = 0 y H tiene el valor propio 1 con multiplicidad
n — 1. Asf u;, vector propio de valor propio 1, es ortogonal a 1, resultando
que y; = w,X verifica E(y;) = O oh_  tia)p = (uj1)p =0p = 0. Si u;
es otro vector propio, y;,y; son independientes (Lema 3.4.1). Tenemos que

nS = Z?;l y:y:, donde los y;y: son W,(X, 1) independientes. O

Teorema 3.4.4 Sean X,;, matrices de datos independientes de orden n; X p

con distribucion Ny(p;, ), i =1,...9, n=>_7_, n;. Si la hipdtesis nula
Ho:py = pp ==y

es cierta, entonces B, W son independientes con distribuciones Wishart:
B~W,(X,9g—-1), W ~W,(X,n—yg).

Demost.: Escribimos las matrices de datos como una tnica matriz

Xy

X = :

X.‘]

Sean
1, =(1,...,1,0,...,0),...,1, = (0,...0,1,...1),
1 =9 1,=(1,...,1,...,1,...,1),

donde 1; tiene n; unos y el resto ceros, etc. Sean también
I =diag(l), 1=Y1,1,
C, =Y¢ H, C=%Y¢ n'11—-n'11.

Entonces
C% = Cy, C% = C,, C,Cy, =0,
rango(Cy) —n—g, rango(Cy) —g -1,
W - X'ClX, B - X,CQX.

El resultado es consecuencia de los Teoremas 3.4.1 y 3.4.2. U
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3.5. Construccién de contrastes de hipdtesis

3.5.1. Razdn de verosimilitud

Supongamos que la funcién de densidad de (X7, ..., X,) es f(x,0), donde
x €RP y 0 € O, siendo ® una regién paramétrica de dimensién geométrica
r. Sea ©®y C O una subregiéon paramétrica de dimensién s, y planteamos el
test de hipdtesis

HQZOG@Q VS H120€@—®0.

Sea x1,...,X, una muestra de valores independientes de X, consideremos la
funcién de verosimilitud

L<X17 s 7XTL;0) = Hf(x’ue)

y sea 4/9:\61 estimador méximo verosimil de @ € ©. Consideremos andloga-
mente 60y, el estimador de mdxima verosimilitud de 8 € ©¢. Tenemos que 6
maximiza L sin restricciones y 8 maximiza L cuando se impone la condicién
de que pertenezca a (. La razén de verosimilitud es el estadistico

L(xy,... ,xn;b\o)
AR: ~_
L(x1,...,%,;0)

que satisface 0 < Az < 1. Aceptamos la hipétesis Hy si A\g es préxima a 1y
aceptamos la alternativa H; si A\g es significativamente préximo a 0.

El test basado en Ai tiene muchas aplicaciones en AM, pero en la mayoria
de los casos su distribucion es desconocida. Existe un importante resultado
(atribuido a Wilks), que dice que la distribucién de —2 veces el logaritmo de
Ar es ji-cuadrado con r — s g.l. cuando el tamano de la muestra n es grande.

Teorema 3.5.1 Bajo ciertas condiciones de reqularidad, se verifica:
—2log A\ es asintdticamente x> _,
donde s = dim(Qy) < r = dim(O).

Entonces rechazamos la hipétesis Hy cuando —2log Ag sea grande y sig-
nificativo. Veamos dos ejemplos.
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Test de independencia

Si(Xy,...,X,) es Np(p,X), y queremos hacer un test sobre la indepen-
dencia estocdstica de las variables, entonces

©p = {(u,X0)}, s=2p,
© = {(¥)}, r=p+plp+1)/2

donde 3, es diagonal. ®, contiene las p medias de las variables y las p
varianzas. 3 es cualquier matriz definida positiva. Se demuestra (Seccién
5.4.2) que

—2log Agp = —nlog|R/,

donde R es la matriz de correlaciones. El estadistico —n log |R| es asint6ti-
camente ji-cuadrado con

g=p+plp+1)/2—-2p=p(p—-1)/2 g L

Si las variables son independientes, tendremos que R ~ I, —nlog |R| =0, y
es probable que x2 = —nlog |R| no sea significativo.

Test de comparacion de medias

Consideremos el test de comparaciéon de medias planteado en la Seccién
3.3.3. Ahora

© = {(m2)}, s=p+pp+1)/2
e = {(le"’p’g)vz])}’ T:gp+p(p+1)/27

donde X es matriz definida positiva y p (vector) es la media comiin cuando
Hy es cierta. Hay gp+ p(p+ 1)/2 pardmetros bajo Hy, y p+ p(p+1)/2 bajo
Hy. Se demuestra la relacion

Ap = A2,
donde A = |W|/|T| es la lambda de Wilks y n = ny + - - - + ngy. Por lo tanto

—nlog A es asintéticamente ji-cuadrado con 7 — s = (¢ — 1)p g.l. cuando la
hipétesis Hy es cierta.
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3.5.2. Principio de unién-interseccién

Es un principio general que permite construir contrastes multivariantes
a partir de contrastes univariantes y se aplica a diversas situaciones. Co-
mo ejemplo, planteemos la hipotesis nula multivariante Hy : p = p, co-
mo un test univariante. Sea X, = Xa una variable compuesta con media
p(a) = p'a. El test univariante Hy(a) : p(a) =py(a) contra la alternativa
Hi(a) : p(a) #py(a) se resuelve mediante la ¢ de Student

t(a) = vn — 1M ~to1,
s(a)
donde T(a) = X'a es la media muestral de X, y s*(a) = a’Sa es la varian-
za. Aceptaremos Hy : p = p, si aceptamos todas las hipétesis univariantes
Hoy(a), y nos decidiremos por la alternativa Hy : g # p, si aceptamos una
sola de las alternativas Hj(a), es decir, formalmente (principio de unién-
interseccién):
HO = DH()(G), H1 = LjHl(CL).

Asi rechazaremos Hy si la méxima ¢(a) resulta significativa. Pues bien, la T?
de Hotelling (Seccién 3.3.1) es precisamente el cuadrado de esta maxima ¢
de Student, que al ser tomada sobre todas las combinaciones lineales, ya no
sigue la distribucién ¢ de Student si p > 1.

Teorema 3.5.2 En el test sobre el vector de medias, la T? de Hotelling y la
t de Student estdn relacionadas por

T? = méx t*(a).
a
Demost.: (X — ) es un vector columna y podemos escribir ¢?(a) como

t2(a) _ (n _ 1)a/(§ — “’;/)S(i — H‘O) a

Sea A = (X — ) (X — 1) matriz de orden p x p y rango 1. Si v, satisface
Av; = A\ Sv; entonces \; = max(v'Av/v'Sv). De (X — py)(X — o) v1 =
A1Sv; resulta que STHX — py)(X — )’V = A\vy v de la identidad
STHE — 1) (X — o) (ST (X — o)) = (X — 10)'S™H(X — 1) (STH(X — o))
vemos que \; = (X — o) S™HX — ), v, = S7HX — ). Por lo tanto
T? =méxt*(a) = (n — 1)(X — po)'S™HX — pp). O
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Amerohelea fascinata  A. pseudofascinata

n1:9 n2=6
X1 Xy X1 Xy
1,38 1,64 1,14 1,78
1,40 1,70 1,20 1,86
1,24 1,72 1,18 1,96
1,36 1,74 1,30 1,96
1,38 1,82 1,26 2,00
1,48 1,82 1,28 2,00
1,54 1,82

1,38 1,90

1,56 2,08

Tabla 3.1: X; = long. antena, X, = long. ala (en mm), para dos muestras de
tamano n; =9 y ny = 6.

3.6. Ejemplos

Ejemplo 3.6.1 Moscas.

Se desean comparar dos especies de moscas de agua: Amerohelea fasci-
nata, Amerohelea pseudofascinata. En relacion a las variables X; = long.
antena, X, = long. ala (en mm), para dos muestras de tamafios ny = 9 y
ns = 6, se han obtenido las matrices de datos de la Tabla 3.1.

Vectores de medias (valores multiplicados por 100):
% = (141,33,180,44), ¥ = (122,67,192,67)"

Matrices (no centradas) de covarianzas:

g — 87,11 71,85 g — 32,88 36,22
=\ 71,85 150,03 27\ 36,22 64,89 /-

Estimaciéon centrada de la matriz de covarianzas comun:

s 1
g_ 1 75,49 66,46 >

13951 +65) = < 66,46 133,81

Distancia de Mahalanobis entre las dos muestras:

D?=(x—-y)S ' (X—¥) = 15,52.
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Estadistico T2 :

6x9
T2 = D? = 55,87
6+9 ’
Estadistico F':
9+6—-1-2

T T?=2578~ F2
2(9+6—2) 12
Decision: rechazamos la hipétesis de que las dos especies son iguales (nivel
de significacién = 0,001).

Ejemplo 3.6.2 Flores.

Comparacion de las especies wvirginica, versicolor, setosa de flores del
género Iris (datos de R. A. Fisher, Tabla 3.2), respecto a las variables que
miden longitud y anchura de sépalos y pétalos:

X, = longitud de sépalo, X = anchura de sépalo,
X3 = longitud de pétalo, X, = anchura de pétalo.

Vectores de medias y tamanos muestrales:

1. setosa (5,006, 3,428,1,462,0,246) n; = 50
L wversicolor (5,936,2,770,4,260,1,326) ny = 50
L virginica  (6,588,2,974,5,550,2,026) n3 = 50

Matriz dispersién entre grupos:

63,212 —19,953 165,17 71,278
11,345 —57,23 —22,932

436,73 186,69

80,413

Matriz dispersién dentro grupos:

38,956 13,630 24,703 5,645
16,962 8,148 4,808
27,322 6,284

6,156
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Tabla 3.2: Longitud y anchura de sépalos y pétalos de 3 especies del género

Iris: Setosa, Versicolor, Virginica.
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Lambda de Wilks:

_ W
W + B|

= 0,0234~A(4,147,2).

Transformacién a una F' aplicando (2.9) con p =4, t — ¢ =147, g = 2:
A — F=199,14 ~ Fig.

Decision: las diferencias entre las tres especies son muy significativas.

Ejemplo 3.6.3 Paradoja de Rao.

Consideremos los siguientes datos (tamanos muestrales, medias, desvia-
ciones tipicas, matrices de covarianzas) de p = 2 variables X (longitud del
fémur), Y (longitud del himero), obtenidas sobre dos poblaciones (Anglo-
indios, Indios).

Medias X Y Matri .
ny = 27 4604 335.1 atriz covarianzas

a 561,7 374,2
ne = 20 444.3 323,2 S = 3749 33194
Diferencia 16,1 11,9 ’ !

. lacién: r =
Desv. tipicas 23,7 18,2 Correlacién: r = 0,867

Suponiendo normalidad, los contrastes ¢ de comparacién de medias para
cada variable por separado son:

Variable X ¢ =2302 (45gl.) (p=0,0259),
Variable Y ¢ =2,215 (45gl.) (p=0,0318).

A un nivel de significacién del 0,05 se concluye que hay diferencias significa-
tivas para cada variable por separado.

Utilicemos ahora las dos variables conjuntamente. La distancia de Maha-
lanobis entre las dos poblaciones es d’'S™'d =0,4777, siendo d =(16,1 ,11,9).
La T? de Hotelling es

27 x 20
T2 = 0,4777 = 5.488
27 +20 ’

que convertida en una F da:

C2T+20-1—
- (27+20-2)

2
55488 =2,685 (2y 44 gl) (p = 0,079).
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Esta F no es significativa al nivel 0,05. Por lo tanto ambos contrastes uni-
variantes resultan significativos, pero el test bivariante no, contradiciendo
la creencia de que un test multivariante deberia proporcionar mayor signifi-
cacién que un test univariante.

Interpretemos geométricamente esta paradoja (conocida como paradoja
de Rao). Con nivel de significacién 0,05, y aplicando el test T? de Hotelling,
aceptaremos la hipétesis nula bivariante si el vector diferencia d = (z y)’
pertenece a la elipse

niNgy d,(561,7 374, 2

-1
R <

donde 3.2 es el punto critico para una F con 2 y 44 g. . Asi pues no hay
significacién si x, y verifican la inecuacién

0,04 036 922 — 0,0912 12y + 0, 06845 6y* < 3,2.

Andlogamente, en el test univariante y para la primera variable x, la
diferéncia d = T; — T, debe verificar

mu (i) <2,
ny + nNo S1

siendo 2 el valor critico para una ¢ con 45 g. 1. Procederfamos de forma similar
para la segunda variable y. Obtenemos asf las cuatro rectas

Variable x : 0,143z = £2, Variable y :  0,1862y = +2.

En la Figura 3.1 podemos visualizar la paradoja. Los valores de la dife-
rencia que estdn a la derecha de la recta vertical r, son significativos para
la variable x. Andlogamente los que estdn por encima de la recta horizontal
r, lo son para la y. Por otra parte, todos los valores que estdn fuera de la
elipse (regién F) son significativos para las dos variables. Hay casos en que
x,1y por separado no son significativos, pero conjuntamente si. No obstante,
existe una pequena regién por encima de r, y a la derecha de r, que cae
dentro de la elipse. Para los datos del ejemplo, se obtiene el punto senalado
con el signo +, para el cual = e y son significativas pero no (x,y). Asi z e y
son significativas si el punto se encuentra en el cuadrante A. (Una simetria
con respecto al origen nos permitirfa considerar otras dos rectas y la region

B).
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Figura 3.1: Un test de comparacién de poblaciones bivariante puede resultar
menos significativo que dos test univariantes con las variables marginales.

Pues bien, el test con = y el test con y por separado, son contrastes ¢
distintos del test T? empleado con (x,y), equivalente a una F. Tales con-
trastes no tienen por qué dar resultados compatibles. Las probabilidades de
las regiones de rechazo son distintas. Ademads, la potencia del test con (x,y)
es superior, puesto que la probabilidad de la regién F es mayor que las pro-
babilidades sumadas de las regiones A y B.

Para maés ejemplos de comparacién de medias, constiltese Baillo y Grané
(2008).

3.7. Analisis de perfiles

Supongamos que las filas de una matriz de datos X(n x p) provienen de
una distribucién N,(u, X). Estamos interesados en establecer una hipdtesis
lineal sobre p = (py, ..., u,)'. Por ejemplo, la hipdtesis de que las medias
univariantes son iguales:

HU:MIZ‘..:MP'

Esta hipdétesis sélo tiene sentido si las variables observables son comparables.
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Consideremos la matriz de orden (p — 1) x p

1 -1 0 - 0

0 1 -1 0
C= .

0O 0 0 -1

La hipotesis es equivalente a
HQ : C[J, =0.

Aceptar Hy es lo mismo que decir que las medias de las p — 1 variables
X7 — X9, Xo — Xj,...,X,-1 — X, son iguales a cero. Por lo tanto (véase la
Seccién 3.3.1) aplicaremos el test de la T2 de Hotelling a la matriz de datos
Y = XC'. Bajo la hipétesis nula

T? = (n—1)(CX) (CSC)~(C%) = n(CX)(CSC') " (CK) ~ T*(p—1,n—1),

siendo S la matriz de covarianzas con correccién de sesgo. Aplicando (3.1)
con p — 1 variables y teniendo en cuenta la relacién entre la T? de Hotelling
y la F' de Fisher-Snedecor,
n—p+1
p—1

Rechazaremos la hipétesis nula si el valor F resulta significativo.

(CX)'(CSC')"{(Cx) ~ FF-) . (3.3)

Ejemplo 3.7.1 Arboles.

Consideremos los datos del ejemplo 1.11.1. Queremos estudiar si las me-
dias poblacionales de N, E, S, W son iguales. En este caso

1 -1 0 O
C=10 1 -1 0
0O 0 1 -1

y la T? de Hotelling es:
T? = n(Cx)'(CSC’)"'Cx = 20,74

Bajo la hip6tesis nula, sigue una 72(3, 27). Convertida en una F se obtiene
F(3,25) = [25/(27 x 3)]T?* = 6,40. El valor critico al nivel 0,05 es 2,99. Hay
diferencias significativas a lo largo de las cuatro direcciones cardinales.
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3.8. Complementos

C. Stein probé que la estimacién p@ = X de p de la distribucién N,(p, %)
puede ser inadmisible si p > 3, en el sentido de que no minimiza

p

Z(ﬁl — )%

=1

y propuso una mejora de aquel estimador. B. Efron y C. Morris explicaron
esta peculiaridad desde una perspectiva bayesiana. S. M. Stigler dié una
interesante explicacién en términos de regresion, justificando por qué p > 3
(consultar Cuadras, 1991).

El principio de unién-interseccién es debido a S. N. Roy, pero no siempre
es aplicable. El test de médxima-verosimilitud es atribuido a S. Wilks y es
més general. Es interesante notar que —2log A se puede interpretar como una
distancia de Mahalanobis. Otros contrastes semejantes fueron propuestos por
C. R. Rao y A. Wald. Véase Cuadras y Fortiana (1993b), Rao (1973).

En general, es necesario corregir los estadisticos de contraste multiplican-
do por una constante a fin de conseguir contrastes insesgados (la potencia
del test serd siempre mds grande que el nivel de significacién). Por ejemplo,
es necesario hacer la modificacion de G. E. P. Box sobre el test de Bartlett
para comparar matrices de covarianzas (Seccién 7.5.2).

Para datos de tipo mixto o no normales, se puede plantear la comparacién
de dos poblaciones utilizando distancias entre las observaciones, calculando
coordenadas principales mediante MDS, y a continuacién aplicando el modelo
de regresién multivariante. Véase Cuadras y Fortiana (2004), Cuadras (2008).
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Capitulo 4

ANALISIS DE
CORRELACION CANONICA

4.1. Introducciéon

En este capitulo estudiamos la relacién multivariante entre vectores aleato-
rios. Introducimos y estudiamos las correlaciones candnicas, que son gene-
ralizaciones de las correlaciones simple y muiltiple.

Tenemos tres posibilidades para relacionar dos variables:

= La correlacién simple si X, Y son dos v.a.

» La correlaciéon muiltiple si Y es una v.a. y X = (Xy,..., X,) es un vector
aleatorio.
» La correlacién canénicasi X = (Xi,...,X,)eY = (Y7,...,Y,) son dos

vectores aleatorios.

4.2. Correlaciéon maultiple

Queremos relacionar una variable respuesta Y con p variables cuantitati-
vas explicativas X7, ..., X}, que suponemos centradas. El modelo de regresién
muiltiple consiste en encontrar la combinacion lineal

Y =8 X1+ +8,X,

63
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que mejor se ajuste a la variable Y. Sea X la matriz de covarianzas de X

y 0 = (61,...,0,)" el vector columna con las covarianzas 6; =cov(Y, Xj),
j=1,...,p. El criterio de ajuste es el de los minimos cuadrados.
Teorema 4.2.1 Los coeficientes B = (Bl, o ,Bp) que minimizan la cantidad

E(Y — }7)2 verifican la ecuacion
B=x"6. (4.1)

Demost.: R
o(8) = BE(Y —7)? A
=E(Y)?+EY)?-2E(YY)
=var(Y) + 323 - 286

Derivando vectorialmente respecto de 3 e igualando a 0

0
%qb(ﬁ) =233 — 26 = 0. O

La variable prediccion es Y = XB = Ble 4+ 4 Bpo. Si ponemos
Y=Y +Y,

entonces Y es la variable residual.
La correlacién muiltiple entre Y y X, ..., X, es, por definicién, la corre-

lacién simple entre Y y la mejor prediccién Y = XB
Se indica por R = cor(Y,Y). Se verifica:

1. 0<R<L1
2. R=1siY es combinacién lineal de Xj,..., X,.

3. R =0siY estd incorrelacionada con cada una de las variables Xj.

Teorema 4.2.2 La variable prediccion ?, residual Y y la correlacion mailti-
ple R cumplen:

1. Y e Y son variables incorrelacionadas.

~ ~

2. var(Y) =var(Y)+wvar(Y).
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3. R2 =var(Y)/var(Y).
Demost.:
1. Es consecuencia de EB = . En efecto,

cov(Y,Y) = EYY)=E@BX (Y -8X)=86-8%8=0.

2. Es consecuencia inmediata de 1).

3. De
N p R p R o o~ N
cov(V,Y) = cov (Y, > 5,.Xi> => Bibi=B6=p%8=var(Y),
=1 =1

obtenemos

R® =

cov?(Y, }A;) _ var(Y) (4.2)

var(Y)var(Y) var(Y)’

4.3. Correlaciéon candnica

Mediante el Analisis de Correlaciéon Canénica (ACC) se relacionan dos
conjuntos de variables. ACC tiene aplicaciones en Ecologia (relacionar es-
pecies con condiciones ambientales), en Psicometria (test mentales con ca-
racteristicas fisicas) y en Economia (importaciones con exportaciones).

Sean X = (X1,...,X,), Y =(Y1,...,Y,) dos vectores aleatorios de di-
mensiones p y q. Planteemos el problema de encontrar dos variables com-
puestas

U=Xa=aX;+ - +a,X,, V=Yb=bY,+--+bY,

siendo a = (ay,...,a,)",b = (b1,...,b,)" tales que la correlacién cor(U,V)
entre ambas sea maxima.

Indiquemos por Sy1, Ses las matrices de covarianzas (muestrales) del primer
y segundo conjunto, es decir, de las variables X, Y, respectivamente, y sea
S12 la matriz p x ¢ con las covarianzas de las variables X con las variables

Y. Es decir:
X Y

Sll SIZ
S21 822

X
Y
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donde S9; = S5.
Podemos suponer

VaI'(U) = a’SHa :1, VaI’(V) = b/SQQb =1.
Entonces la correlacion entre U y V' es a’Sisb. Asi el problema se reduce a:
maximizar a’Sp;pb  restringidoa a’Syja=1, b'Syb =1.

Los vectores de coeficientes a, b que cumplen esta condicién son los primeros
vectores candnicos. La méxima correlacion entre U, V' es la primera correlacién
canénica. 1.

Teorema 4.3.1 Los primeros vectores candnicos satisfacen las ecuaciones

81282_218218. = /\Sua,

S2lsl_11812b = /\Sggb. (43)

Demost.: Consideremos la funcién
¢(a,b) = a'S;;b— N2 (a’S;;a—1) — Lu"/?(b/'Spb-1),

donde A, iz son multiplicadores de Lagrange. Entonces de d¢/da =0¢/0b = 0
obtenemos las dos ecuaciones:

S1:b—A\Y2S1,a =0, S,;a—u'/?Sy,b = 0. (4.4)
Multiplicando la primera por a’ y la segunda por b’, tenemos
a’S1sb =A\Y2a'Sj1a,  b'Ssia =u'/?b'Sysb,

que implican A = . De la segunda ecuacién en (4.4) resulta b =\"2S7!S,,a,
y substituyendo en la primera ecuacién obtenemos S;5S5, So;a—AS;;a = 0.

Operando andlogamente con la otra ecuacién, completamos la demostracion
de (4.3). O

Teorema 4.3.2 Los vectores candnicos normalizados a a’S11a =1y b'Sqsb =
1, estdn relacionados por

a = \Y287!S;,b,

b = \128;}Sya.

Ademds la primera correlacion candnica es 1y = /A1, donde A1 es el primer
valor propio de S1'S12S55 Sa1.
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Demost.: Tenemos de (4.4) que a =aS1'S;b, donde a es una constante que
vamos a comprobar que es A2, Partimos de que a’Sj;a =1y para a = A1/2
resulta que:
a’SHa = )\_1/28.,81181_118121)

= A2a’S,b

= ANV V29'8,85)85a

= A"')\a'S;;a

=1

La correlacion es r; = a’S1ob y acabamos de ver que 1 = /\_1/2a'812b. Luego
r? = A1, es decir, 1, = VA O

De hecho, las ecuaciones en valores y vectores propios tienen otras solu-
ciones. Concretamente hay m = min{p, q} parejas de vectores canénicos
ai, by, ..., a,,b,,, que proporcionan las variables y correlaciones canénicas

Up=Xa;, Vi=Yb;, n :Cor<U17‘/1)7
U2 :Xag, ‘/2 :ng, T2 :COI'<U2,‘/2),
Un=Xa,,, Vin=Yb,, r,=-cor(Uny, V).

Teorema 4.3.3 Supongamos ry > ry > -+ > r,,. Entonces:

1. Tanto las variables candonicas Uy, . ..,U,, como las variables candnicas
Vi, ..., Vi, estdn incorrelacionadas.

2. La primera correlacion candnica vy = cor(Uy, V1) es la mdzima co-
rrelacion entre una combinacion lineal de X y una combinacion lineal
deY.

3. La sequnda correlacion candnica ro = cor(Us, Va) es la mdzima co-
rrelacion entre las combinaciones lineales de X incorrelacionadas con
Uy y las combinaciones lineales de Y incorrelacionadas con V;.

4. cor(U;,V;) =0 sii # j.

Demost.: Sea i # j. Expresando (4.3) para ag, A, k = 4, j, y multiplicando
por a y por a; tenemos que

! -1 _ !
aj812822 So1a; = )\iajsllai,

! -1 _ !
aiSmSQZ Sglaj = )\jaisllaj.
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Restando: (\; — A;)a/Sy;a; = 0 = a}Syja; = 0 =cor(U;,U;) = 0.
Por otra parte, expresando (4.3) como

81_1181282_21821ai = )\iai, 82_2182181_11812bj = /\jbj,
y multiplicando por b’;Sy; y por a;S;, llegamos a

b}SmSﬂlSleg’ngmai = \;b}Saa;,
328128272152181711812133‘ :)\jagslgbj.

Restando: (/\z — )\j)&éSlgbj =0= aéSlgbj =0 :>COI'(U1', ‘/;) = 0. ]

4.4. Correlaciéon candnica y descomposicion
singular

Podemos formular una expresién conjunta para los vectores candnicos
utilizando la descomposicién singular de una matriz. Supongamos p > g,
consideremos la matriz p x ¢

Q _ 8;11/281282—21/2

y hallemos Q = UD,V’, la descomposicién singular de Q, donde U es una
matriz p X ¢ con columnas ortonormales, V es una matriz ¢ X ¢ ortogo-

nal, y D, es una matriz diagonal con los valores singulares de Q. Es decir,
UU=1,V'V=VV'=1, D, = diag(sy, ..., )

Teorema 4.4.1 Los vectores candnicos y correlaciones candnicas son
a;, = Sl_ll/zui, bl = S;21/2V2‘, T, = S;.
Demost.:
~1/2 —1/2g—1/2 ~1/2
QQ’ = S;;/*S1585,/2S5,/%85,8,/* = UD2U’
y por lo tanto
~1/2 - ~1/2
Sll/ 8128221821811/ u; = sfui
Multiplicando por S;;”>
81181285 S21 (81" w) = 57(S,*wy)

y comparando con resultados anteriores, queda probado el teorema. O

Se puede probar que las correlaciones candnicas son invariantes por trans-
formaciones lineales. En consecuencia pueden calcularse a partir de las ma-
trices de correlaciones.
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4.5. Significacion de las correlaciones canoéni-
cas

Hemos encontrado las variables y correlaciones candnicas a partir de las
matrices de covarianzas y correlaciones muestrales, es decir, a partir de mues-
tras de tamano n. Naturalmente, todo lo que hemos dicho vale si sustituimos
S11, S12, S por las versiones poblacionales 311, 315, 39s. Sean

P12 P22 2 P

las m = min{p, ¢} correlaciones candnicas obtenidas a partir de X7, 35, 3o,
soluciones de:
-1 2
|212222 o1 —p 211‘ =0.

Si queremos decidir cudles son significativas, supongamos normalidad multi-
variante, indiquemos p, = 1 y planteemos el test

Hé“:pk>pk+1:---:pm:0, (k=0,1,...,m),

que equivale a rango(X5; Xo1) = k. El test de Bartlett-Lawley demuestra que
si H} es cierta, entonces

Ly = - n—l—k—%(p+q+1)+z7"i2] 10g[ﬁ (1—7°?)]

i=1 i=k+1

es asintéticamente ji-cuadrado con (p — k)(¢ — k) g.l. Este test se aplica
secuencialmente: si L, es significativo para j = 0,1,...,k — 1, pero L no es

significativo, entonces se acepta HY. Si k = 0, se omite Zle ;2 en el célculo
de Lj. Es decir,

Lo=—[n—-1-1(p+q+1)|log [H(l—rf)]

=1

4.6. Contraste de hipétesis de independencia

Suponiendo normalidad, afirmar que X es independiente de Y consiste
en plantear
H0:212:O, Hl:Elg#O.

Podemos resolver este test de hipétesis de dos maneras.
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4.6.1. Razon de verosimilitud

Si la hip6tesis es cierta, entonces el test de razén de verosimilitud (Seccién
3.5.1) se reduce al estadistico
S| R|

A= = :
1S11[[S22]  [Ruu||Raz|

que sigue la distribucién lambda de Wilks A(p,n — 1 — ¢, q), equivalente a
A(q,n — 1 — p,p). Rechazaremos Hj si A es pequena y significativa (Mardia
et al. 1979, Rencher, 1998).

Es fécil probar que A es funcién de las correlaciones canénicas

A =|I-858,S'Sn| = [J(1 = 1)
=1
4.6.2. Principio de unién—interseccién
Consideremos las variables U = a; X1 + - - + a, X,V = b1 Y1 + - - + b, Y.

La correlacién entre U,V es

' 12b
pUV) = e e
vaXiayb'Ypb

Hy equivale a p(U, V') = 0 para todo U, V. La correlacién muestral es

a’S;ob
r(U,V) = 12 :
\/a’Slla\/b’Sggb
Aplicando el principio de unién interseccién (Seccién 3.5.2), aceptaremos Hy
si 7(U, V) no es significativa para todo U, V, y aceptaremos H; si r(U, V) es
significativa para algin par U, V. Este criterio nos lleva a estudiar la signifi-
cacién de
ry = maxr(U, V),
UV

esto es, de la primera correlaciéon candnica. Por tanto, el test es:
Hy:p, =0, Hy:p >0.

Existen tablas especiales para decidir si 7, es significativa (Morrison, 1976),
pero también se puede aplicar el estadistico Ly de Bartlett-Lawley.
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4.7. Ejemplos

Ejemplo 4.7.1 Familias.

Se consideran los datos de n = 25 familias para las variables (véase la
Tabla 1.2):

X, = long. cabeza primer hijo, X; = anchura cabeza primer hijo,
Y) = long. cabeza segundo hijo, Y5 = anchura cabeza segundo hijo,

La matriz de covarianzas es:

98,720 57,232 67,512 50,576
57,232 49,785 42481 38,596
67,512 42,481 94,057 49,644
50,576 38,506 49,644 44,390

Entonces:

g _ [ 98720 57.232 g . _ ( 67512 50,576
W=\ 57,232 49785 ) 127\ 42,481 38,596 )’

g _ (67512 42481 g _ (94057 49,644
27\ 50,576 38,596 ) T2\ 49.644 44,390 /-

Las raices de la ecuacién cuadrética:
|S12S59 Sa1 — AS11| =0
son: A\ = 0,7032, Ay = 0,1060, y por tanto las correlaciones canénicas son:
r1 = 0,8386, 7y = 0,3256.
Los vectores canénicos normalizados segin a’Si;a =1 y b’Syob =1, son:

a; = (0,0376,0,0923), a, = (0,1666,—0,2220)’,
b; = (0,0108,0,1347)", by, = (0,1575, —0,1861)".

Las variables candnicas con varianza 1 son:

Uy = 0,0376X; +0,0923X,, Vi = 0,0108Y; 4+ 0,1347Y>5, (r = 0,8386),
Uy = 0,1666X; —0,2220X,, Vo= 0,1575Y; — 0,1861Y5, (72 = 0,3256).
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La dependencia entre (X7, Xs) y (Y7,Y5) viene dada principalmente por la
relacién entre (U, V)) con correlacién 0,838 6, més alta que cualquier cor-
relacién entre una variable X; y una variable Y;. Podemos interpretar las
primeras variables canénicas como un factor de “tamano” de la cabeza y las
segundas como un factor de “forma”. Habria entonces una notable relacion
en el tamano y una escasa relacién en la forma de la cabeza.

El test de independencia entre (X7, Xs) y (Y1,Y2) da

S|
A= 21 09653 ~ A(2,22,2
S11[[S22| ( )

Mediante (2.8), transformamos A a una F, obteniendo 9,88 con 4 y 42 g.l.
Rechazamos la hipétesis de independencia.
La prueba de significacién de las correlaciones canénicas da:

Podemos rechazar H{ y aceptar H;. Solamente la primera correlacién canéni-
ca es significativa.

Ejemplo 4.7.2 FElecciones.

La Tabla 4.1 contiene los datos de un estudio sobre comportamiento elec-
toral en Catalunya. Se consideran los resultados de unas elecciones (Elec-
ciones al Parlamento de Catalunya, 1999), celebradas en las 41 comarcas
catalanas, y para cada comarca se tabulan los valores de las siguientes vari-
ables :

X; = log(porcentaje de votos a CU), X, = log(porcentaje de votos a PSC),
X3 = log(porcentaje de votos a PP), X, = log(porcentaje de votos a ERC),
Y1 = log(cociente Juan/Joan), Ys = log(cociente Juana/Joana),

siendo CU (Convergencia i Uni6), PP (Partido Popular), PSC (Partido So-
cialista de Cataluna), ERC (Esquerra Republicana). El “cociente Juan/Joan”
significa el resultado de dividir el niimero de hombres que se llaman Juan por
el nimero de hombres que se llaman Joan. Valores positivos de las variables
Y1, Y5 en una comarca indican predominio de los nombres en castellano sobre
los nombres en catalan.
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Comarca CU PSC PP ERC Juan Joan Juana Joanna

01. A. Camp. 44.6 29.6 6,2 16,1 684 605 143 38
02. A. Empor. 47,3 30,7 7,9 10,8 1628 1264 358 101
03. A. Pened. 47,4 31,8 5.6 10,7 1502 1370 281 90
04. A. Urgell 49,5 24,7 6,4 17,3 370 346 56 39
05. A. Ribag. 42,1 41,1 5,9 8,9 29 30 9 4
06. Anoia 44.8 33,9 6,6 8,7 1759 975 433 115
07. Bages 47,9 30,0 4,9 12,2 2766 1970 559 145
08. B. Camp 10,8 33,3 10 12 2025 1081 600 138
09. B. Ebre 44,2 31,3 12,1 9,5 1634 484 329 138
10. B. Empor. 48,2 32.4 5.1 11 1562 1423 334 153
11. B. Llob. 48,1 27.6 9.4 5.6 10398 2687 3103 325
12. B. Pene. 39,7 40,5 9,1 7,9 957 577 236 33
13. Barce. 32,0 41,2 12,2 7.1 27841 10198 9287 1598
14. Bergue. 51,2 25,8 4,4 14,7 830 590 108 33
15. Cerda. 51,1 25,9 5,5 13,9 190 228 50 12
16. Conca Bar. 19,9 20,9 5,9 17,9 247 492 19 45
17. Garraf 37,9 39,0 8,5 7,8 1474 477 618 154
18. Garrig. 50,0 24.1 6.4 17.5 191 269 21 33
19. Garrot. 56,1 23,4 4,3 13,3 950 1168 100 91
20. Giron. 42.8 31,7 6.6 14,7 1978 1861 130 191
21. Mares. 43,0 32.9 8.9 9.2 5234 3053 1507 280
22. Monts. 49.4 31,5 8.1 8 907 314 229 82
23. Nogue. 53,7 24,3 7 12,2 557 487 92 37
24. Osona 56.7 18.5 3.9 16 1794 2548 222 100
25. P. Jussa 50,0 30,5 4,9 12,4 154 115 27 14
26. P. Sobira 51,1 30,8 4,8 10,9 61 121 9 15
27. P. Urg. 52,4 25.8 6,6 12,6 393 299 58 20
28. Pla Est. 57,1 15,7 45 20 159 869 32 52
29. Prior. 45,9 27,7 6.2 16,9 173 149 37 16
30. R. Ebre 48,9 31,3 6,8 10,4 407 185 98 29
31. Ripoll. 55,4 25,8 3,3 12,8 603 457 75 17
32. Segar. 53,67 21,16 6,87 15,58 222 320 27 15
33. Segria 42,77 35,33 9,66 8,91 2049 951 625 202
34. Selva 49,2 29,0 6.2 11,4 1750 1680 340 152
35. Solso. 57,8 17,5 5.8 15,9 95 401 20 12
36. Tarra. 34,53 38,76 13,89 8,81 2546 940 852 17
37. Ter. A. 19,0 25,1 14,2 9,3 164 125 55 20
38. Urgell 54,18 225 6,9 13,86 144 656 45 56
39. Val. A. 44,49 38,3 12,59 2,67 97 19 37 2
40. Vall. Oc. 33,68 42,62 8,42 7,1 11801 1482 3110 416
41. Vall. Or. 40,72 37,96 7,51 7,63 1956 2636 1227 233

Tabla 4.1: Porcentaje de votos a 4 partidos politicos y frecuencia de dos
nombres en cataldn y castellano, registrados en 41 comarcas catalanas.
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La matriz de correlaciones es:

X1 Xo X3 Xy Y: Y,
X, 1 —08520 —0,6536 —0,5478 | —0,6404 —0,5907
X 10,5127 —0,7101 0,7555  0,6393
X 1 —6265 0,5912  0,5146
X, 1 | —0,7528 —0,7448
Y, 10,8027
Yy 1

Sélo hay 2 correlaciones canénicas:
r1 = 0,8377, 1y =0,4125.

Las variables candnicas son:

Uy = 0,083X; — 0,372X, — 0,1130X3 + 0,555X,, (1 = 0,8377),
Vi = 0,706Y; + 0,339Y%,
Uy = 1,928X; + 2,4031X5 + 1,127X; + 1,546 Xy, (o = 0,4125).
Vo= 1,521V, — 1,642Y5,

Las primeras variables canénicas Uy, V;, que podemos escribir conven-
cionalmente como

U, = 0,083CU — 0,372PSC — 0,1130PP + 0,555ERC,
V1 = 0,706(Juan/Joan) + 0,339(Juana/Joana),

nos indican que las regiones mds catalanas, en el sentido de que los nombres
castellanos Juan y Juana no predominan tanto sobre los catalanes Joan y
Joana, tienden a votar més a CU y ERC, que son partidos nacionalistas. Las
regiones con predominio de voto al PSC o al PP, que son partidos centra-
listas, estdn en general, més castellanizadas. Las segundas variables canénicas
tienen una interpretacién mas dificil.

4.8. Complementos

El anilisis de correlacién canénica (ACC) fue introducido por Hotelling
(1936), que buscaba la relacién entre test mentales y medidas biométricas,
a fin de estudiar el nimero y la naturaleza de las relaciones entre mente y
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cuerpo, que con un andlisis de todas las correlaciones serfa dificil de interpre-
tar. Es un método de aplicacién limitada, pero de gran interés teérico puesto
que diversos métodos de AM se derivan del ACC.

Aplicaciones a la psicologia se pueden encontrar en Cooley y Lohnes
(1971), Cuadras y Sanchez (1975). En ecologia se ha aplicado como un mode-
lo para estudiar la relacion entre presencia de especies y variables ambientales
(Gittings, 1985).

La distribuciéon de las correlaciones candnicas es bastante complicada.
Solamente se conocen resultados asintéticos (Muirhead, 1982).

En ciertas aplicaciones tiene interés considerar medidas globales de aso-
ciacién entre dos matrices de datos X, Y, de 6rdenes n X p y n X g respecti-
vamente, observadas sobre el mismo conjunto de n individuos. Una medida
interesante resulta de considerar la razén de verosimilitud de Wilks. Viene
dada por

Aw =1 — 1= 853S018;'Sw| =1 - [[(1 —7}),
i=1
siendo s = min(p,q) el nimero de correlaciones canénicas. Otra medida,
propuesta por Escoufier (1973), es la correlacién vectorial

RV = tI‘(Slszl)/ tI‘(S%l)tI'(S% )

Utilizando determinantes, otra medida similar, propuesta por Hotelling (1936),
es

Ay = det(S12821) /[det(S1y) det ()] = [] 72

Sin embargo Ay suele dar valores bajos. También es una medida de aso-
ciacién global

P%y = (Z 7”1') /5%, (4.5)

i=1

que coincide con el coeficiente procrustes (1.8) cuando las variables X estén
incorrelacionadas y tienen varianza 1 (y andlogamente las Y'). Véase Cramer
y Nicewander (1979) y Cuadras (2011). En Cuadras et al. (2012) se propone
una generalizaciéon a la comparacién (mediante distancias) de dos conjun-
tos de datos en general, con una aplicacién a la comparacién de imagenes
hiperespectrales.
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Si f(x,y) es la densidad de dos v.a. X,Y, tiene interés en estadistica el
concepto de maxima correlacién (propuesto por H. Gabelein) que se define
como

py = sup cor(a(X), B(Y)),
a,B

donde a(X), B(Y') son funciones con varianza finita. Entonces p; = 0si X, Y
son variables independientes. Podemos ver a p; como la primera correlacion
canénica, a;(X),51(Y) como las primeras variables candnicas y definir las
sucesivas correlaciones canénicas. Sin embargo el célculo de p; puede ser
complicado (Cuadras, 2002a). Lancaster (1969) estudia estas correlaciones y
demuestra que f(z,y) se puede desarrollar en serie a partir de las correla-
ciones y funciones candnicas. Diversos autores han estudiado la estimacion
de las primeras funciones canénicas, como una forma de predecir una variable
en funcién de la otra (Hastie y Tibshirani, 1990). Finalmente cabe destacar
que las correlaciones candnicas pueden constituir un conjunto continuo no
numerable (Cuadras, 2005a, 2015).



Capitulo 5

ANALISIS DE
COMPONENTES
PRINCIPALES

5.1. Obtencién de las componentes principales

Sea X =[X7,...,X,] una matriz de datos multivariantes. La teorfa que
sigue (definicién y propiedades) también vale si X es un vector formado por
p variables aleatoria observables.

Las componentes principales son variables compuestas incorrelacionadas
tales que unas pocas explican la mayor parte de la variabilidad de X.

Definicién 5.1.1 Las componentes principales son las variables compuestas
Y1 = Xty,Ys = Xto,...,Y, =Xt,
tales que:
1. var(Yy) es mdzima condicionado a tit; = 1.

2. Entre todas las variables compuestas Y tales que cov(Y1,Y) = 0, la
variable Ys es tal que var(Ys) es mdxima condicionado a thty = 1.

3. Sip >3, la componente Y3 es una variable incorrelacionada con Yy, Ys
COM Varianza marima.

4. Andlogamente se definen las demds componentes principales si p > 3.

77
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Si T = [t;,t2,...,t,] es la matriz p X p cuyas columnas son los vectores
que definen las componentes principales, entonces la transformacién lineal
X—-Y

Y =XT (5.1)

se llama transformacién por componentes principales.

Teorema 5.1.1 Sean t1,ts,...,t, los p vectores propios normalizados de la
matriz de covarianzas S,

Entonces:

1. Las variables compuestas Y; = Xt;, 1 = 1,...,p, son las componentes
principales.

2. Las varianzas son los valores propios de S

var(Y;) =\, i=1,...,p.

3. Las componentes principales son vartables incorrelacionadas:

cov(Y;,Y;) =0, i#j=1,...,p.

Demost.: Supongamos A;>--->\,>0. Probemos que las variables Y; = Xt;,
1 =1,...,p, estdn incorrelacionadas:

cov(Y;, Y;) = £;8t; = tA;8; = Ajtit;,

= ()\j — /\l)t;tj =0, = t;tj =0, = COV(Y;;, Y}) = )\jt;tj =0,s11 7A 7.
Ademis, para ¢ = j, la varianza de Y] es:

var(Y;) = \tit; = A,

Sea ahora YV = Zz L0 X = p _, o;Y; una variable compuesta tal que
P a2 = 1. Entonces:

var(Y') = var (Z aiYi) Za var(Y; Zaz)\ < (Za ) A = var(Yh),
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que prueba que Y; tiene varianza méxima.
Consideremos ahora las variables Y incorrelacionadas con Y;. Las podemos
expresar como:

Y = zp: b; X, = EP:BZ-Y; condicionado a z”: 6? =1.
i=1

i=2 =2

Entonces:

var(Y') = var (Z Bﬂﬁ) = Zﬁ?var(Y;) = ZBZQ/\, < (Z ﬂf) Ao = var(Ys),
=2 =2 =2 i=2

y por lo tanto Y5 estd incorrelacionada con Y; y tiene varianza méxima.
Sip > 3, la demostraciéon de que Y3, ..., Y, son también componentes
principales es andloga. U

5.2. Variabilidad explicada por las componentes

La varianza de la componente principal Y; es var(Y;) = A; y la variacién
total es tr(S) =>_7_ \;. Por lo tanto:

1. Y; contribuye con la cantidad \; a la variacién total tr(S).

2. Sim < p, Yi,...,Y,, contribuyen con la cantidad »_." | \; a la variacién
total tr(S).

3. El porcentaje de variabilidad explicada por las m primeras componentes
principales es
Mt o+

P, = 100 .
)\1+"'+>\p

(5.2)

En las aplicaciones cabe esperar que las primeras componentes expliquen
un elevado porcentaje de la variabilidad total. Por ejemplo, si m =2 < p, y
P, = 90 %, las dos primeras componentes explican una gran parte de la va-
riabilidad de las variables. Entonces podremos sustituir X, Xs,..., X, por
las componentes principales Y7, Y;. En muchas aplicaciones, tales compo-
nentes tienen interpretacién experimental.
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5.3. Representacion de una matriz de datos

Sea X =[Xj,...,X,] una matriz n x p de datos multivariantes. Queremos
representar, en un espacio de dimensién reducida m (por ejemplo, m = 2), las
filas x/,x5,...,x/, de X. Necesitamos introducir una distancia (ver Seccién
1.9).

Definicién 5.3.1 La distancia euclidea (al cuadrado) entre dos filas de X

X;:('/I:i17-”7xip)7 X;':(lea"'vxjp)7
es
p
0% = (xi — %)/ (3% = x;) = > (i — 50)°.
h=1

La matriz A = (0;5) es la matriz n x n de distancias entre las filas.

Podemos representar las n filas de X como n puntos en el espacio RP
distanciados de acuerdo con la métrica d;;. Pero si p es grande, esta repre-
sentacién no se puede visualizar. Necesitamos reducir la dimensién.

Definicién 5.3.2 La variabilidad geométrica de la matriz de distancias A
es el promedio de sus elementos al cuadrado

n

1
Va(X) =5 > ar

ij=1

S1Y = XT es una transformacion lineal de X, donde T es una matriz pxm
de constantes,

NE

55 (m) = (yi — y;) (vi = ¥i) = > _(win — yjn)’

>
Il

1

es la distancia euclidea entre dos filas de Y. La variabilidad geométrica en

dimension m < p es
n

1
Vs(Y),=55 ) 0;(m).

4,j=1
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Teorema 5.3.1 La variabilidad geométrica de la distancia euclidea es la
traza de la matriz de covarianzas

Vs(X) = tr(S)=> .

Demost.: Si x1, ..., x, es una muestra univariante con varianza s?, entonces
J 9 Y
1 n
Z 2 _ .2
ij=1

En efecto, si T es la media

n n
n_12 (2 — ;)" = #Z(:pl—f—(x]—f))z
ij=1 ig=1
n n
= 5 (@—-2’+%) (¢-7)7
ij=1 ij=1
n
+2 Y (2 —T)(z; —T)
ij=1

= %ns2 + %ns2 +0 = 2s%.
Aplicando (5.3) a cada columna de X y sumando obtenemos

p

Vi(X) =) sj; = tr(S). O

J=1

Una buena representacién en dimensién reducida m (por ejemplo, m =
2) serd aquella que tenga méxima variabilidad geométrica, a fin de que los
puntos estén lo méas separados posible.

Teorema 5.3.2 La transformacion lineal T que mazimiza la variabilidad
geométrica en dimension m es la transformacion por componentes principales
Y = XT, es decir, T = [t,,...,t,,] contiene los m primeros vectores propios
normalizados de S.



82 CAPITULO 5. ANALISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES

Demost.: Utilizando (5.3), la variabilidad geométrica de Z = XV, donde
V =[v,,..., V] es p x m cualquiera, es

Vs(Z),, =Y s*(Z;) =Y _viSv;,
: —

Jj=1

siendo s°(Z;) = v;Sv; la varianza de la variable compuesta Z;. Alcanzamos
la maxima varianza cuando Z; es una componente principal: s*(Z;) < \;.

Ast:
méx Vs(Y),, = > A O

m

El porcentaje de variabilidad geométrica explicada por Y es

Vs(Y) M+t A
P,=10——+"=100——.

Vs(X), M+
Supongamos ahora m = 2. Si aplicamos la transformacién (5.1), la matriz

de datos X se reduce a
Y11 Y12

Y=| va Ui
Yn1  Yn2
Entonces, representando los puntos de coordenadas (y;1,¥i2),7 = 1,...,n,
obtenemos una representacién éptima en dimensién 2 de las filas de X.

5.4. Inferencia

Hemos planteado el ACP sobre la matriz S, pero lo podemos también
plantear sobre la matriz de covarianzas poblacionales 3. Las componentes
principales obtenidas sobre S son, en realidad, estimaciones de las compo-
nentes principales sobre 3.

Sea X matriz de datos n x p donde las filas son independientes con dis-
tribucién N,(p, X). Recordemos que:

1. X es Ny(p,X/n).
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2. U = nS es Wishart W,(X,n —1).
3. X y S son estocasticamente independientes.
Sea ¥ = I'AT" la diagonalizacién de . Indiquemos
L=y, A=[000], A=diag(h, ... A,

los vectores propios y valores propios de X. Por otra parte, sea S = GLG’
la diagonalizacién de S. Indiquemos:

G=I[g,....8), £=[h,....,l)), L=dag(,...,,)
los vectores propios y valores propios de S. A partir de ahora supondremos

AL > A

5.4.1. Estimacion y distribucién asintética

Teorema 5.4.1 Se verifica:

1. Si los wvalores propios son diferentes, los valores y vectores propios
obtenidos a partir de S son estimadores mdrimo-verosimiles de los
obtenidos a partir de X

:\\z:lzu "/)\’Z:gz, Z:]_,,p
2. Cuando k > 1 valores propios son iguales a A
AML> > A= A1 == A = A,

el estimador mazximo verosimil de A es la media de los correspondientes
valores propios de S

A= (ki1 + -+ 1) /k.

Demost.: Los valores y vectores propios estdn biunivocamente relacionados
con ¥ y por lo tanto 1) es consecuencia de la propiedad de invariancia de la
estimacién maximo verosimil. La demostracién de 2) se encuentra en Ander-
son (1958). O
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Teorema 5.4.2 Los vectores propios G =gy, ..., 8| y valores propios £ =
[l1,...,1l,) verifican asintdticamente:

1. £ es N,(X\,2A%/n). En particular:
li €s N()\za 2)\12/71), COU(lZ‘, l]) = 07 [ 7& j?
es decir, l;,l; son normales e independientes.

2. g; es Ny(v,, Vi/n) donde

s
Vi=\ Z Y 2’71"72
i O
3. £ es independiente de G.
Demost.: Véase Anderson (1958), Mardia, Kent y Bibby (1979). O

Como consecuencia de que I; es N(\;, 27 /n), obtenemos el intervalo de
confianza asintético con coeficiente de confianza 1 — «

L <\ < L
(14 azqy2)t/? (- AZq)2)/?

siendo a*> =2/(n — 1) y P(|Z] > z4/2) = a/2, donde Z es N(0, 1).
Se obtiene otro intervalo de confianza como consecuencia de que logl; es
N(log A\i,2/(n— 1))
lie_“za” < /\z < li€+azo‘/2.

5.4.2. Contraste de hipdétesis

Determinados contrastes de hipétesis relativos a las componentes prin-
cipales son casos particulares de un test sobre la estructura de la matriz
3.

A. Supongamos que queremos decidir si la matriz ¥ es igual a una matriz
determinada 3. Sea X un matriz n X p con filas independientes N,(u, X).
El test es:

Hy:X =35 (p desconocida)

Si L es la verosimilitud de la muestra, el maximo de log L bajo Hy es

log Lo = —2log [2n%,| — 2tr(X,'S).
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El maximo no restringido es
log L = —% log |27S| — §p.
El estadistico basado en la razén de verosimilitud g es

—2logAgp = 2(log L — log Ly)

= ntr(X,'S)—nlog | XS] — np. (5:4)
SiLy,..., L, son los valores propios de 3;'S y a, g son las medias aritmética
y geométrica
a=(Li+-+L)/p, g=(Lix--xL,)", (5.5)
entonces, asintéticamente
—2log Ag = np(a —logg — 1) ~ X7, (5.6)

siendo ¢ = p(p + 1)/2—par(Xy) el nimero de pardmetros libres de ¥ menos
el nimero de pardmetros libres de 2.
B. Test de independencia completa.

Si la hipétesis nula afirma que las p variables son estocdsticamente inde-
pendientes, el test se formula como

Hy:¥ =%, =diag(o11,...,0,) (@ desconocida).

Bajo Hy la estimacién de X, es Sy =diag(si1, ..., Spp) ¥ S;1/2SS;1/2 =R es
la matriz de correlaciones. Como SJIS y R tienen la misma traza y determi-
nante, de (5.4) y de log|27S,| — log |27S| =log |R|, tr(R) =p, obtenemos

—2log Agp = —nlog|R| ~ xi,

siendo ¢ = p(p+1)/2—p = p(p—1)/2. Si el estadistico —n log |R| no es signi-
ficativo, entonces podemos aceptar que las variables estdn incorrelacionadas
y por lo tanto, como hay normalidad multivariante, independientes. Entonces
las propias variables serfan componentes principales. Véase la Seccién 3.5.1.
C. Test de igualdad de valores propios.

Es éste un test importante en ACP. La hipotesis nula es

HO:)\l>"'>)\p7k:)\p*k+1:"':)\p:)"
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Indicamos los valores propios de S y de Sy (estimacién de 3 si Hy es cierta)

S ~ (ll,...,lk,lkJrl,...,lp), SON (ll,...,lk,ao,...,ao),
donde ag = (lg4+1 + -+ +1,)/(p — k) (Teorema 5.4.1). Entonces

SalS ~ (1,...,1,lk+1/a0,...,lp/a0),

1/p agkfp)/p

las medias (5.5) sona =1y g = (lg41 X -+ x 1) y aplicando (5.6)

p
—2log A = n(p—F) log(lh1+--+1,)/ (p—k) —n ( 3 log zi) ~ 2, (5.7)

i=k+1

donde ¢ = (p — k)(p — k + 1)/2 — 1. Para una versién més general de este
test, véase Mardia et al. (1979).

5.5. Numero de componentes principales

En esta seccién presentamos algunos criterios para determinar el nimero
m < p de componentes principales.

5.5.1. Ciriterio del porcentaje

El ndimero m de componentes principales se toma de modo que P,, sea
préximo a un valor especificado por el usuario, por ejemplo el 80 %. Por otra
parte, si la representacién de Py, Ps, ..., Py, ... con respecto de k préactica-
mente se estabiliza a partir de un cierto m, entonces aumentar la dimensién
apenas aporta més variabilidad explicada. Véase la Figura 5.1.

5.5.2. Criterio de Kaiser

Obtener las componentes principales a partir de la matriz de correlaciones
R equivale a suponer que las variables observables tengan varianza 1. Por
lo tanto una componente principal con varianza inferior a 1 explica menos
variabilidad que una variable observable. El criterio, llamado de Kaiser, es
entonces:

Retenemos las m primeras componentes tales que A,, > 1, donde A\; >
--- > )\, son los valores propios de R, que también son las varianzas de las
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Valor 60T
propio i
50 T
M
40 T
30 T
20 T
10T
0 : : : : i .
0 1 2 3 4 5 6

Figura 5.1: Representacion de los valores propios, que indicaria tomar las
m = 3 primeras componentes principales.

componentes. Estudios de Montecarlo prueban que es mas correcto el punto
de corte A* = 0,7, que es méas pequeno que 1.

Este criterio se puede extender a la matriz de covarianzas. Por ejemplo,
m podria ser tal que \,, > v, donde v =tr(S)/p es la media de las varianzas.
También es aconsejable considerar el punto de corte 0,7 X v.

5.5.3. Test de esfericidad

Supongamos que la matriz de datos proviene de una poblacién normal
multivariante N,(p,3). Si la hipétesis

HI™ oAy > o> Ay > Ay = - = Ay

es cierta, no tiene sentido considerar mas de m componentes principales. En
efecto, no hay direcciones de maxima variabilidad a partir de m, es decir,
la distribucién de los datos es esférica. El test para decidir sobre Hém) estd
basado en el estadistico ji-cuadrado (5.7) y se aplica secuencialmente: Si

aceptamos Héo) es decir, m = 0, todos los valores propios son iguales y no hay
. . . . (0) .

direcciones principales. Si rechazamos H;;’, entonces repetimos el test con

H(gl). Si aceptamos Hél) entonces m = 1, pero si rechazamos Hél) repetimos

el test con Héz), y asi sucesivamente. Por ejemplo, si p = 4, tendrfamos que

m = 2 si rechazamos Héo), Hél) y aceptamos Héz) AL > Ay > A3 = A
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5.5.4. Criterio del bastén roto

La suma de los valores propios es V; =tr(S), que es la variabilidad total.
Imaginemos un bastén de longitud V;, que rompemos en p trozos al azar
(asignando p — 1 puntos uniformemente sobre el intervalo (0,V;)) y que los
trozos ordenados son los valores propios l; >l > --- > [,,. Si normalizamos
a V; = 100, entonces el valor esperado de [; es

E(L;) = 100 x EZ

p i=1

J+i

Las m primeras componentes son significativas si el porcentaje de varianza
explicada supera claramente el valor de F (L) + --- + E(L,,). Por ejemplo,
si p = 4, los valores son:

Porcentaje FE(Ly) E(Ls) E(L3) E(Ly)
Esperado 52,08 27,08 14,58 6,25
Acumulado 52,08 79,16 93,74 100

Si Vo = 93,92 pero V3 = 97,15, entonces tomaremos sélo dos componentes.

5.6. Biplot

Un biplot es una representacién, en un mismo grafico, de las filas (indi-
viduos) y las columnas (variables) de una matriz de datos X(n x p).

Suponiendo X matriz centrada, el biplot clésico (debido a K. R. Gabriel),
se lleva a cabo mediante la descomposicién singular

X = UAV/,

donde U es una matriz n X p con columnas ortonormales, V es una ma-
triz p X p ortogonal, y A es una matriz diagonal con los valores singulares
de X ordenados de mayor a menor. Es decir, UU =1,,V'V=VV'=1,
A =diag()\y, ..., ),). Como X'X = U’'A?U vemos que XV = UA es la trans-
formacién en componentes principales (5.1), luego las coordenadas para re-
presentar las n filas estdn contenidas en UA. Las coordenadas de las p colum-
nas son las filas de la matriz V. Filas y columnas se pueden representar
(tomando las dos primeras coordenadas) sobre el mismo gréafico, como en la
Figura 5.2.
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En general, la solucién biplot consiste en representar simultdneamente las
matrices A = UA" y B = VAl_O‘, para un « tal que 0 < a < 1. Entonces
AB’' = X y el gréfico reproduce las filas y columnas de X. La calidad en
la representacién depende del valor asignado al pardmetro a. Si @ = 1 se
representan las filas con méxima resolucién, si @« = 0 la mejor resolucién
corresponde a las columnas. Se puede tomar el valor intermedio o = 1/2.

Podemos plantear el biplot de una manera alternativa (propuesta por J.
C. Gower). La transformacién por componentes principales Y = XT per-
mite representar las filas. Para representar también las columnas, podemos
entender una variable X; como el conjunto de puntos de coordenadas

X](Oéj):<0,,a],,0) mJSOé]SM],

donde «; es un pardmetro que varfa entre el minimo valor m; y el maximo
valor M; de X; Entonces la representacién de X; es simplemente el eje cuyos
puntos son x;(«;)T, con «; varfando entre m; y M,.

Siguiendo este procedimiento, es facil ver que mediante la transforma-
cion Y = XT, la representaciéon de las variables se identifica con el haz de
segmentos ayty, oty ..., a,t,, donde ty, ts, ..., t, son las filas de T. Es decir,
a;t; variando el pardmetro o, proporciona un segmento que representa X;.

Véase Greenacre (2010) para una moderna versién préctica de esta in-
teresante técnica.

5.7. Ejemplos

Ejemplo 5.7.1 Estudiantes.

Sobre una muestra de n = 100 mujeres estudiantes de Bioestadistica, se
midieron las variables

X, = peso, X, = talla, X35 = ancho hombros, X; = ancho caderas,
(peso en kg. y medidas en cms.), con los siguientes resultados:
1. Medias: T, = 54,25; T, = 161,73; T3 = 36,53; T4 = 30,1.

2. Matriz de covarianzas:

44,70 17,79 5,99 9,19
17,79 26,15 4,52 4,44
599 4,52 3,33 1,34
9,19 444 1,34 4,56

S:
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3. Vectores y valores propios (columnas):

ty to ts ty
0,8328 0,5095  0,1882  0,1063
0,5029 —-0,8552  0,0202  0,1232
0,1362 —0,0688  0,1114 —0,9826
0,1867 0,0738 —0,9755 —0,0892
Val. prop. A 58,49 15,47 2,54 2,24
Porc. acum. 74,27 93,92 97,15 100

4. Nimero de componentes:

a. Criterio de Kaiser: la media de las varianzas es v =tr(S)/p = 19,68.
Los dos primeros valores propios son 58,49 y 15,47, que son ma-
yores que 0,7 X v. Aceptamos m = 2.

b. Test de esfericidad.

m  x? gl
0 3339 9
1 1238 5
2 039 2

Rechazamos m = 0, m = 1 y aceptamos m = 2.

c. Test del bastén roto: Puesto que P, = 93,92 supera claramente el
valor esperado 79,16 y que no ocurre lo mismo con Pj, aceptamos
m = 2.

5. Componentes principales:
Y1 = 0,8328X; + 0,5029.X, + 0,1362X3 4 0,1867 X,
Y, = 0,5095X; — 0,8552X5 — 0,0588X3 + 0,0738.X4.

6. Interpretacién: la primera componente es la variable con méxima va-
rianza y tiene todos sus coeficientes positivos. La interpretamos como
una componente de tamano. La segunda componente tiene coeficientes
positivos en la primera y cuarta variable y negativos en las otras dos.
La interpretamos como una componente de forma. La primera com-
ponente ordena las estudiantes segiin su tamano, de la mas pequena
a la mdas grande, y la segunda segin la forma, el tipo picnico en con-
traste con el tipo atlético. Las dimensiones de tamano y forma estdn
incorrelacionadas.
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corredor | km4 km &8 km 12 km 16
1 10 10 13 12
2 12 12 14 15
3 11 10 14 13
4 9 9 11 11
5 8 8 9 8
6 8 9 10 9
7 10 10 8 9
8 11 12 10 9
9 14 13 11 11
10 12 12 12 10
11 13 13 11 11
12 14 15 14 13

Tabla 5.1: Tiempos parciales (en minutos) de 12 corredores.

Ejemplo 5.7.2 Corredores.

91

Mediante ACP podemos representar una matriz de datos en dimensién
reducida (Teorema 5.3.2). La Tabla 5.1 contiene los tiempos parciales en
minutos que 12 corredores tardan en recorrer 16 kilémetros. El corredor més

rapido es el 5, el més lento es el 12.

1. Matrices de covarianzas y correlaciones:
4,364 4,091 2,091 2,273

4,265 1,871 1,917

10,9483 0,4953 0,5268
1 0,4484 0,4494

S = 4,083 3,765 R=
4,265
2. Vectores y valores propios de S :
tl tg t3 t4
0,5275 0,4538 —0,2018 —0,6893
0,5000 0,5176 0,2093 0,6621
0,4769 —0,5147  0,6905 —0,1760
0,4943 —-0,5112 —0,6624 0,2357
Val. prop. A 12,26 4,098 0,4273 0,1910
% 72,22 24,13 2,52 1,15
Porc. acum. 72,22 96,35 98,85 100

1

0,9022
1
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3. Componentes principales primera y segunda:

Y1 = 0,527X1 + 0,500X5 + 0,477X;5 + 0,494X,  var(Y;) = 12,26
Yy =0453X, 4+ 0,517X, — 0,514X; — 0,511X,  var(Ys) = 4,008

4. La transformacién por componentes principales es Y = XT, siendo X
la matriz de datos, T la matriz con los vectores propios de S. La ma-
triz Y contiene los valores de las componentes principales sobre los 12
individuos (coordenadas principales), Figura 5.2.

5. Interpretacion:

a. La primera componente principal es casi proporcional a la suma de
los tiempos parciales. Por tanto, podemos interpretar Y; como el
tiempo que tardan en hacer el recorrido. O incluso mejor, —Y;
indicaria la rapidez en efectuar la carrera.

b. La segunda componente principal tiene coeficientes positivos en
X1, X5 y coeficientes negativos en X3, X4. Un corredor con valores
altos en Y, significa que ha sido lento al principio y més rapido
al final de la carrera. Un corredor con valores bajos en Y5 signifi-
ca que ha sido rdpido al principio y més lento al final. Podemos
interpretar esta componente como la forma de correr.

c. La rapidez y la forma de correr, son independientes, en el sentido
de que la correlacién es cero.

Para més ejemplos con datos reales, consiltese Aluja y Morineau (1999),
Baillo y Grané (2008), Greenacre (2010).

5.8. Complementos

El Analisis de Componentes Principales (ACP) fué iniciado por K. Pear-
son en 1901 y desarrollado por H. Hotelling en 1933. Es un método referente
a una poblacién, pero W. Krzanowski y B. Flury han investigado las compo-
nentes principales comunes a varias poblaciones.

El ACP tiene muchas aplicaciones. Una aplicacién clésica es el estudio
de P. Jolicoeur y J. E. Mosimann sobre tamano y forma de animales (como
los caparazones de tortugas machos y hembras), en términos de la primera,
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Forma Y3
(23.4%) /

8 Ay

=2

A 5 Yy
& Tiempo
(72.8%)

R

-3F 1

L L |
15 20 25 30

Figura 5.2: Representacion por andlisis de componentes principales y me-
diante biplot de los tiempos parciales de 12 corredores. El eje horizontal se
interpreta como el tiempo que tardan y el vertical como la forma de correr.

segunda y siguientes componentes principales. La primera componente per-
mite ordenar los animales de més pequenos a mé&s grandes, y la segunda
permite estudiar su variabilidad en cuanto a la forma. Nétese que “tamano”
y “forma” son conceptos “independientes” en sentido lineal.

El ACP se aplica partiendo de la matriz de covarianzas. Sin embargo,
como no es invariante por cambios de escala, se recomienda realizar el ACP
sobre la matriz de correlaciones R si las variables son de distinta naturaleza.

El llamado ACP Comiin (Common Principal Component Analysis) es
el estudio de las componentes principales comunes en varios conjuntos de
datos. Supongamos que unas mismas variables observables tienen matrices de
covarianzas X1, ..., 2 en k poblaciones distintas y que las descomposiciones
espectrales son X; = TA;T',i =1, ..., k, para una misma matriz T. Es decir,
los vectores propios (columnas de T') son los mismos, pero los valores propios
son distintos. Entonces las componentes principales son las mismas, aunque
las varianzas pueden ser distintas. Por ejemplo, los caparazones de tortugas
machos y hembras, aunque de distinta magnitud, pueden tener la misma
estructura de tamano y forma. Véase Krzanowski (1988) y Flury (1997).

El AFM (Anélisis Factorial Multiple) permite visualizar varios conjuntos
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de datos observados con distintas variables, a fin de encontrar una estructura
comtin. El AFM se realiza en dos pasos. Primero se aplica un ACP a cada
matriz (centrada) de datos, que se normaliza dividiendo por la raiz cuadrada
del primer valor propio. Las matrices transformadas se juntan en una sola,
a la que se aplica un ACP global. Véase Escofier y Pages (1990). Véase la
alternativa RMDS en Cuadras (1998) y Cuadras y Fortiana (1998). Para una
comparacién entre AFM y RMDS, véase Cuadras y Salvo-Garrido (2019).

El biplot, técnica introducida por Gabriel (1971), permite la representacion
en un mismo gréfico de las filas y columnas de una matriz de datos X (Figura
5.2) mediante la descomposicién singular X = UAV' y tomando las matrices
A =UA“y B = VA" Véase Gower y Hand (1996), Cérdenas y Galindo-
Villardén (2009), Greenacre (2010) y Gower et al. (2011). Una variante pro-
puesta por Galindo-Villardén (1986), es el HJ-biplot, que toma A = UA y
B = VA, para la representaciéon simultdnea de filas y columnas.

El ACP puede servir para estudiar la capacidad de un crdneo o de un
caparazén. Supongamos que el caparazén de una tortuga tiene longitud L,
anchura A, y altura H. La capacidad serfa C' = L*APH", donde «, 3, son
pardmetros. Aplicando logaritmos, obtenemos

log C = log(L*APH") = alog L + 3log A + ~vlog H,

que podemos interpretar como la primera componente principal Y; de las
variables log L, log A, log H, y por tanto «, 3,~ serfan los coeficientes de Y.

Por medio del ACP es posible efectuar una regresién miiltiple de Y sobre
Xi,...,X,, considerando las primeras componentes principales Y7, Y, ... co-
mo variables explicativas, y realizar regresién de Y sobre Y7, Ys, ..., evitando
asf efectos de colinealidad. Sin embargo las tltimas componentes principales
también pueden influir en Y. Tal anomalia se presenta cuando se cumple la
desigualdad (llamada realce en regresiéon miltiple),

R*>7ri 4+, (5.8)

donde R es la correlacién multiple de Y sobre X, ..., X,, y r; la correlacién
simple de Y con X;, ¢ =1,...,p. Cuadras (1993) prueba que (5.8) equivale a

p
D rd(1=N) >0,
=1

siendo \;,i = 1,...,p, los valores propios de la matriz de correlaciones R
de las variables X; y ry, las correlaciones simples entre Y y las componentes
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Y;. Vemos pues que se verifica (5.8) si Y estd muy correlacionada con una
componente Y; tal que \; < 1 (por ejemplo, la tltima componente principal).
Cuadras (1995) y Waller (2011) analizan las condiciones bajo las cuales la
desigualdad (5.8) es mds acusada.

La regresién ortogonal es una variante interesante. Supongamos que se
quieren relacionar las variables Xj, ..., X, (todas con media 0), en el sentido
de encontrar los coeficientes 3, ..., 3, tales que 3;X; + --- + 3,X, = 0. Se
puede plantear el problema como var(5,X; + -+ + Bpo) =minima, condi-
cionado a 33+ - -+Bf, = 1. Es facil ver que la solucién es la iltima componente
principal Y.

Se pueden también definir las componentes principales de un proceso
estocdstico y de una variable aleatoria. Cuadras y Fortiana (1995), Cuadras
y Lahlou (2000), y Cuadras et al. (2006), han estudiado los desarrollos orto-

gonales del tipo
X = buXy,
n=1

donde X,, son componentes principales. Se han encontrado las componentes
y los desarrollos ortogonales para las variables con distribucién uniforme,
exponencial, logistica y Pareto. Por ejemplo, en el caso de X uniforme en el
intervalo (0, 1) se tiene

- 4
X = ——— |1 — cos((2n — 1)m X|.
Estos desarrollos guardan relaciéon con algunos contrastes de bondad de
ajuste, como los de Anderson-Darling y de Cramér-von Mises, que admiten
expansiones en componentes principales. Véase Cuadras y Cuadras (2002b),

Cuadras (2005b, 2014).
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Capitulo 6
ANALISIS FACTORIAL

6.1. Introduccion

El Analisis Factorial (AF) es un método multivariante que pretende ex-
presar p variables observables como una combinacién lineal de m variables
hipotéticas o latentes, denominadas factores. Tiene una formulacién pare-
cida al Analisis de Componentes Principales, pero el modelo que relaciona
variables y factores es diferente en AF. Si la matriz de correlaciones existe,
las componentes principales también existen, mientras que el modelo factorial
podria ser aceptado o no mediante un test estadistico.

Ejemplos en los que la variabilidad de las variables observables se puede
resumir mediante unas variables latentes, que el AF identifica como “fac-
tores”, son:

1. La teorfa cldsica de la inteligencia suponia que los test de inteligen-
cia estaban relacionados por un factor general, llamado factor “g” de
Spearman.

2. La estructura de la personalidad, también medida a partir de test y
escalas, estd dominada por dos dimensiones: el factor neuroticismo-
estabilidad y el factor introversién-extroversién.

3. Las diferentes caracteristicas politicas de ciertos paises estdn influidas
por dos dimensiones: izquierda-derecha y centralismo-nacionalismo.

El AF obtiene e interpreta los factores comunes a partir de la matriz de

97
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correlaciones entre las variables:

1 12 T1p
T21 1 Top
R = )
Tpl T‘pg s 1

6.2. EIl modelo unifactorial

Consideremos X7, ..., X, variables observables sobre una misma poblacién.
El modelo mas simple de AF sélo contempla un factor comiin F, que recoge
la covariabilidad de todas las variables, y p factores unicos Ui, ..., U,, uno
para cada variable. El modelo factorial es

De acuerdo con este modelo, cada variable X; depende del factor comin
F' y de un factor tnico U;. El modelo factorial supone que:

a) Variables y factores estdn estandarizados (media 0 y varianza 1).

b) Los p + 1 factores estdn incorrelacionados.

De este modo F' contiene la parte de la variabilidad comiin a todas las
variables, y cada X; estd ademads influida por un factor unico U;, que apor-
ta la parte de la variabilidad que no podemos explicar a partir del factor
comun. El coeficiente a; es la saturacion de la variable X; en el factor F. La
estandarizacién es una condicién tedrica que se supone al modelo para su
estudio, pero que no debe imponerse al conjunto de datos observados.

De (6.1) deducimos inmediatamente que

a+d? =1,
COI‘()(Z'7 F) = Qa,
cor(X;, X;) =aa;, 1i#].

Por lo tanto la saturacién a; es el coeficiente de correlacién entre X; y el factor
comtin. Por otra parte a?, cantidad que recibe el nombre de comunalidad,
indicada por h?, es la proporcién de variabilidad que se explica por F y la
correlacién entre X;, X; sélo depende de las saturaciones a;, a;.
Una caracterizaciéon del modelo unifactorial es
re Ty 62)

)
’]",L'/j T’L'/j/ Q;r
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es decir, los cocientes entre elementos de la misma columna no diagonal de
dos filas de la matriz de correlaciones R es constante. Esto es equivalente a
decir que el determinante de todo menor de orden dos de R, que no contenga
elementos de la diagonal, es nulo:

/r‘, . /]",.,
1] 1] — Tijri'j' _ ri_j//ri/j/ = a/iajai'a‘j' — al’aj/a,l'/aj/ e 0 (63)

ri’j Ti’j’

Estas son las llamadas relaciones tetradicas, que necesariamente se deben
cumplir para que sea vilido el modelo unifactorial.

La matriz de correlaciones reducida R* es la que resulta de substituir los
unos de la diagonal de R por las comunalidades h? (véase (6.7)). Es inmediato
probar que R* tiene rango 1, que todos los menores de orden dos se anulan y
que las comunalidades se obtienen a partir de las correlaciones. Por ejemplo,
la primera comunalidad es

12713 12714 T1p—1T1
h? = = — .= PP (6.4)

723 T'24 Tpp—1
En las aplicaciones reales, tanto estas relaciones como las tetradicas, sélo
se verifican aproximadamente. Asi, la estimacién de la primera comunalidad
podria consistir en tomar la media de los cocientes (6.4).
Por ejemplo, la siguiente matriz de correlaciones

Cc F I M D Mu
1,00 0,83 0,78 0,70 0,66 0,63
0,83 1,00 0,67 0,67 0,65 0,57
0,78 0,67 1,00 0,64 054 0,51
0,70 0,67 0,64 1,00 045 0,51
0,66 0,65 0,54 0,45 1,00 0,40
Mu 0,63 0,57 0,51 0,51 0,40 1,00

U= ~mQ

relaciona las calificaciones en C (cldsicas), F' (francés), I (inglés), M (matemati-
cas), D (discriminacién de tonos) y Mu (musica) obtenidas por los alumnos
de una escuela. Esta matriz verifica, aproximadamente, las relaciones (6.2).
Si consideramos la primera y la tercera fila, tenemos que:

0,83 _ 0,70 _ 0,66 _ 0,63 _
067 0,64 054 051

1,2.

De acuerdo con el modelo unifactorial, estas calificaciones dependen esencial-
mente de un factor comun.
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6.3. El modelo multifactorial

6.3.1. El modelo

El modelo del andlisis factorial de m factores comunes considera que
las p variables observables Xj,..., X, dependen de m variables latentes
Fi, ..., F,, llamadas factores comunes, y p factores tnicos Ui,...,U,, de
acuerdo con el modelo lineal:

X1: CLHFl +--F almFm +d1U1
X2: CL21F1 +--t CLQmFm +d2U2

Xp= apF1 +---+ apnly +d,U,.

Las hipétesis del modelo son:

1. Los factores comunes y los factores tinicos estén incorrelacionados dos
a dos
cor(F;, Fj) =0, i#j=1,...,m,

cor(U;,U;) =0, i#j=1,...,p.
2. Los factores comunes estan incorrelacionados con los factores unicos

cor(F;,U;) =0, i=1,....m, j=1,...,p.

3. Tanto los factores comunes como los factores unicos son variables re-
ducidas (media 0 y varianza 1).

En el modelo factorial (6.5) se admite que las variables, en conjunto,
dependen de los factores comunes, salvo una parte de su variabilidad, sélo
explicada por el correspondiente factor especifico. Los factores comunes re-
presentan dimensiones independientes en el sentido lineal, y dado que tanto
los factores comunes como los tinicos son variables convencionales, podemos
suponer que tienen media 0 y varianza 1. Es sélo una suposicién teérica, en
general los datos observados no estdn reducidos.
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6.3.2. La matriz factorial

Los coeficientes a;; son las saturaciones entre cada variable X; y el factor
F;. La matriz p x m que contiene estos coeficientes es la matriz factorial

an A1m
az1 a2m
A= _
ap1 Apm
Si indicamos por X = (Xj,...,X,) el vector columna de las variables,

y andlogamente F = (F,..., F,), U =(Uy,...,U,), el modelo factorial en
expresion matricial es

X = AF + DU, (6.6)

donde D =diag(d;,...,d,) es la matriz diagonal con las saturaciones entre
variables y factores unicos. El AF tiene como principal objetivo encontrar e
interpretar la matriz factorial A.

6.3.3. Las comunalidades

De las condiciones del modelo del AF se verifica
var(X;) = ai, + -+ + a3}, +d2,

y por lo tanto a?j es la parte de la variabilidad de la variable X; que es debida
al factor comuin F}, mientras que d7 es la parte de la variabilidad explicada
exclusivamente por el factor inico U;.
La cantidad
h}=a} +--+a, (6.7)

se llama comunalidad de la variable X;. La cantidad d? es la unicidad. Luego,
para cada variable tenemos que:

variabilidad = comunalidad + unicidad.

La comunalidad es la parte de la variabilidad de las variables sélo explicada
por los factores comunes.
Si suponemos que las variables observables son también reducidas, en-

tonces tenemos que
1=h;+d. (6.8)
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La matriz de correlaciones reducida se obtiene a partir de R substituyendo
los unos de la diagonal por las comunalidades

h? rig - T'ip
. h% T
Tpr Tp2 - h?}
Evidentemente se verifica
R =R* 4+ D (6.9)

6.3.4. Numero maximo de factores comunes

El niimero m de factores comunes esté limitado por un valor méaximo m,,,
que podemos determinar teniendo en cuenta que hay p(p—1)/2 correlaciones
diferentes y p-m saturaciones. Pero si A es una matriz factorial con factores F,
también lo es AT, con factores F = T'F, donde T es matriz ortogonal. Como
TT'= 1, introduciremos m(m — 1) /2 restricciones y el nimero de pardmetros
libres de A serd p-m — m(m — 1)/2. El nimero de correlaciones menos el
nimero de pardmetros libres es

d=p(p—-1)/2—[p-m—m(m—=1)/2] =5 [(p—m)* —p—m]. (6.10)

Si igualamos d a 0 obtenemos una ecuaciéon de segundo grado que un vez
resuelta nos prueba que

mgma:%<2p+l—\/8p 1).

Un modelo factorial es sobredeterminado si m > m,, pues hay més satu-
raciones libres que correlaciones. Si m = m, el modelo es determinado y
podemos encontrar A algebraicamente a partir de R.

Desde un punto de vista estadistico, el caso méds interesante es m < my,
yva que entonces podemos plantear la estimacion estadistica de A, donde
d > 0 juega el papel de nimero de grados de libertad del modelo. El nimero
méximo m* de factores comunes en funcién de p es:

p 23 45 6 7 8 9 10 20 30 40
m* 0 112 3 3 45 6 14 22 31

Asignamos a m* el valor entero por defecto cuando m, tiene parte fracciona-
ria.
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6.3.5. El caso de Heywood

Una limitacién del modelo factorial es que alguna comunalidad puede al-
canzar (algebraicamente) un valor superior a 1, contradiciendo (6.8). Cuan-
do esto ocurre, la solucién se ha de interpretar con precaucién. En algunos
métodos, como el de la méxima verosimilitud, se resuelve este inconveniente
(primeramente observado por H.B. Heywood) imponiendo la condicién h? <
1 en la estimacion de las comunalidades.

6.3.6. Un ejemplo
Ejemplo 6.3.1 Asignaturas.

Las asignaturas cldsicas de la ensenanza media, se dividen, en lineas ge-
nerales, en asignaturas de Ciencias y de Letras, las primeras con contenido
mads racional y empirico, las segundas con contenido més humanistico y artis-
tico. Consideremos las siguientes 5 asignaturas:

Ciencias Naturales (CNa), Matematicas (Mat),
Francés (Fra), Latin (Lat), Literatura (Lit).

Supongamos que estdn influidas por dos factores comunes o variables
latentes: Ciencias (C) y Letras (L). En otras palabras, suponemos que C y
L son dos variables no observables, que de manera latente influyen sobre las
cinco asignaturas. Las calificaciones de n = 20 alumnos en las asignaturas
y en los factores se encuentran en la Tabla 6.1. Téngase en cuenta que las
variables no estdan estandarizadas, condicién de indole teérica para desarrollar
el modelo factorial.

Vamos a suponer que la matriz factorial es

C L
CNa 0,8 0,2
Mat 09 0,1
Fra 0,1 09 (6.11)
Lat 03 0,8

Lit 02 08
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Asignaturas Factores
Alumno CNa Mat Fra Lat Lit Ciencias Letras
1 7 7 5) 5) 6 7 5
2 ) ) 6 6 5 ) 6
3 5 6 5 7 5 6 5)
4 6 8 5) 6 6 7 5)
5} 7 6 6 7 6 6 6
6 4 4 6 7 6 4 6
7 ) 5 ) ) 6 ) 6
8 5 6 5 5) ) 6 5)
9 6 5) 7 6 6 5) 6
10 6 5) 6 6 6 5) 6
11 6 7 5) 6 5 7 5)
12 5 5 4 5) 4 6 4
13 6 6 6 6 ) 6 6
14 8 7 8 8 8 7 8
15 6 7 5) 6 6 6 5)
16 4 3 4 4 4 3 4
17 6 4 7 8 7 5) 7
18 6 6 7 T T 6 7
19 6 5} 4 4 4 5) 4
20 7 7 6 7 6 7 6

Tabla 6.1: Calificaciones en 5 asignaturas y puntuaciones en 2 factores
comunes de 20 alumnos.

CNa Mat Fra Lat Lit

CNa | 1 0,656 0,497 0,420 0,584
Mat 1 0,099 0,230 0,317
Fra 1 0,813 0,841
Lat 1 0,766
Lit 1

Tabla 6.2: Matriz de correlaciones para las calificaciones en 5 asignaturas.
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Las dos primeras asignaturas estdn mas influidas por el factor C, y las
tres iltimas por el factor L. Por ejemplo, Matematicas tiene una correlaciéon
de 0,9 con Ciencias y sélo 0,1 con Letras.

La calificacién del primer alumno en CNa es 7, debida a 7 puntos en
Ciencias y 5 puntos en Letras. Segtin el modelo factorial:

7=08x74+02x54+04=56+1+04.

De los 7 puntos, 5.6 se explican por el factor comin C, 1 punto por el factor
comin L y 0.4 puntos por el factor tinico. Este factor tdnico representa la
variabilidad propia de las CNa, independente de los conceptos C y L.

Las comunalidades son:

h? = 0,68, h3 = 0,82, hi = 0,82, h] = 0,73, hZ = 0,68.

Los porcentajes de la variabilidad explicada por los factores comunes y las
comunalidades son:

Factor C Factor L Comunalidades

C. Naturales 64 4 68
Matematicas 81 1 82
Francés 1 81 82
Latin 9 64 73
Literatura 4 64 68

6.4. Teoremas fundamentales

El primer teorema, conocido como teorema de Thurstone, permite rela-
cionar la matriz factorial con la matriz de correlaciones, o més exactamente,
con la matriz de correlaciones reducida. El segundo teorema permite de-
terminar, tedricamente, el nimero de factores comunes y los valores de las
comunalidades.

Teorema 6.4.1 Bajo las hipdtesis del modelo factorial lineal se verifica:

Tij = D opey QikGjk, i#j=1...,p,
1 =Y ak+d2,  i=1,...,p.

En notacion matricial

R = AA’ + D% (6.12)
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Demost.: Al ser las variables reducidas, R =F(XX') y de (6.6)

R = E|[(AF +DU)(AF + DU)|
= AE(FF)A'+DE(UU')D' +2AE(FU’)D.

Por las condiciones de incorrelacién entre factores tenemos que E(FF') =1,
E(UU') =1,, E(FU’) = 0, lo que prueba (6.12). O
De (6.9) vemos inmediatamente que

R'= AA’. (6.13)

Una solucién factorial viene dada por cualquier matriz A que cumpla la
relacion (6.13). Asf pues, si m > 1, existen infinitas soluciones, pues si A es
solucién, también lo es AT, siendo T una matriz m x m ortogonal. Por otro
lado, (6.12) o (6.13) tampoco resuelven completamente el problema, ya que
desconocemos las comunalidades. La obtencién de las comunalidades estd
muy ligada al nimero de factores comunes.

Teorema 6.4.2 Se verifica:

1. El modelo factorial existe si R es la suma de una matriz semidefinida
positiva y una matriz diagonal con elementos no negativos.

2. El nimero m de factores comunes es el rango de la matriz R*. Por
lo tanto m es el orden del mds grande menor de R que no contiene
elementos de la diagonal.

3. Las comunalidades son aquellos valores 0 < hf < 1 tales que R* es
matriz semi-definida positiva (tiene m valores propios positivos).

Demost.: Es una consecuencia de la relacién (6.13) entre R* y A. El mayor
menor de R quiere decir la submatriz cuadrada con determinante no negativo,
que no contenga elementos de la diagonal. O

Hemos visto que a partir de R podemos encontrar m, pero la solucién no
es tnica. El principio de parsimonia en AF dice que entre varias soluciones
admisibles, escogeremos la que sea méds simple. El modelo factorial serd pues
aquel que implique un nimero minimo m de factores comunes. Fijado m, las
comunalidades se pueden encontrar, algebraicamente, a partir de la matriz
de correlaciones R. En la practica, las comunalidades se hallan aplicando
métodos estadisticos.
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Finalmente, podemos probar de manera andloga, que si el anélisis fac-
torial lo planteamos a partir de la matriz de covarianzas 35, sin suponer las
variables reducidas, aunque si los factores, entonces obtenemos la estructura

> =AA'+ D% (6.14)

6.5. Meétodo del factor principal

Es un método de obtencién de la matriz factorial con la propiedad de que
los factores expliquen méaxima varianza y sean incorrelacionados.

La variabilidad total de las variables, que suponemos reducidas, es igual
a p. La variabilidad de la variable X; explicada por el factor F} es a?j. La
suma de variabilidades explicadas por F; es

p— 2 DY 2
Vi=ayt- -ty

El primer factor principal F} es tal que Vi es méximo. Consideremos pues
el problema de maximizar V; con la restriccion R* = AA’. Utilizando el
método de los multiplicadores de Lagrange debemos considerar la funcién

p m
Vit D qip(rip =D amagn),
k=1

33'=1

donde ¢;; = gj-; son los multiplicadores. Igualando las derivadas a cero se
. . B ) . .
obtiene que las saturaciones a; = (a1, ..., ap1)" del primer factor principal
verifican
R*a, = \a,

es decir, a; es el primer vector propio de R* y Ay es el primer valor propio.
El valor méaximo de V; es precisamente A;.
Si ahora restamos del modelo factorial el primer factor

XZ/ = Xz — ailFl = aiQFQ + -4 aimFm + dzUZa

el modelo resultante contiene m — 1 factores. Aplicando de nuevo el criterio
del factor principal al modelo vemos que las saturaciones as = (a12, . . . , ap2)’
tales que la variabilidad explicada por el segundo factor

_ 2 2
Va=aj + -+ ap,
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sea maxima, corresponde al segundo vector propio de R* con valor propio
Ao, que es precisamente el valor méximo de V5.

En general, si R* = UAU’ es la descomposicién espectral de R*, entonces
la solucién del factor principal es

A =TUA'2

Fijado un valor compatible de m, un algoritmo iterativo de obtenciéon de
la matriz factorial y de las comunalidades es:

Paso 0 R = UAU’ (p vectores propios de R)
A, =UY(A,)? (m primeros vectores propios)
Paso 1 R, =diag(A;A}) + R —I (matriz correlaciones reducida)
R, = UOAGOUOY (p vectores propios de Rj)
Ai — U%)(Ag@))lﬂ
Paso i R, =diag(A;A;) + R — 1 (repetir iterativamente)
R,—UO AU

La matriz A; converge a la matriz factorial A. Como criterio de conver-
gencia podemos considerar la estabilidad de las comunalidades. Pararemos si
pasando de ¢ a 7 + 1 los valores de las comunalidades, es decir, los valores en
diag(A;Al), practicamente no varfan. Esta refactorizacion podria fallar si se
presenta el caso de Heywood ¢ R no satisface el modelo factorial (6.12).

Ejemplo 6.5.1 Asignaturas.

Volviendo al ejemplo de las asignaturas y suponiendo la matriz factorial
(6.11), las correlaciones y la solucién por el método del factor principal (que
detecta dos factores comunes explicando el 74.6 % de la varianza), son:

CNa Mat Fra Lat Lit F, Fs

CNa| 1 0,74 0,26 0,40 0,32 CNa | 0,621 —0,543
Mat 1 018 0,35 0,26 Mat | 0,596 —0,682
Fra 1 0,75 0,74 Fra | 0,796 0,432
Lat 1 0,70 Lat | 0,828 0,210
Lit 1 Lit | 0,771 0,292

Valor propio | 2,654 1,076

Porcentaje | 53,08 21,52
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6.6. Meétodo de la maxima verosimilitud

6.6.1. Estimacion de la matriz factorial

Podemos plantear la obtencién de la matriz factorial como un problema
de estimacién de la matriz de covarianzas 3, con la restriccién que X se
descompone en la forma

Y =AA +V,

donde V = D? es una matriz diagonal (véase (6.14)). Si suponemos que las
n observaciones de las p variables provienen de una distribucién normal con
p = 0, el logaritmo de la funcién de verosimilitud es

log L(X, p, 2) = —2{log 27| — tr(X7'S)}.

Cambiando de signo y modificando algunas constantes, se trata de estimar
A y V de manera que

F,(A, V) =log |Z| + tr(Z7'S)—log |S|-p (6.15)

sea minimo, siendo S la matriz de covarianzas muestrales. Las derivadas
respecto de A y 'V son

an _ —1 —1
A =22 7(Z-8)57A,
an . —1 —1
S = diag(Z7(2 -8)87).

Por tanto, las ecuaciones a resolver para obtener estimaciones de A y V son

S UE - S)Z A =0, diag(EHZ —S)E1) =0,

S AA £V, A’V-A es diagonal. (6.16)

La tltima condicién es s6lo una restriccién para concretar una solucion,
puesto que si A es solucién, también lo es AT, siendo T matriz ortogonal.
Debe tenerse en cuenta que se trata de encontrar el espacio de los factores
comunes. La solucién final serd, en la préctica, una rotacién de la solucién que
verifique ciertos criterios de simplicidad. Las ecuaciones (6.16) no proporcio-
nan una solucién explicita, pero es posible encontrar una solucién utilizando
un método numeérico iterativo.



110 CAPITULO 6. ANALISIS FACTORIAL

6.6.2. Hipdtesis sobre el niimero de factores

Una ventaja del método de la méxima verosimilitud es que permite for-
mular un test de hipotesis sobre la estructura factorial de 3 y el nimero m
de factores comunes.

Planteemos el test

Hy:3X=AA"+V vs H;:X es definida positiva,

donde A es de rango m. L
Si X =AA’'+V,siendo A y V las estimaciones, los maximos del logar-
itmo de la razén de verosimilitud son (Seccién 5.4.2)

Hy: —2(log ||+ tr(2'8)),
Hy: —%(log[S|+ p).

Aplicando el Teorema 3.5.1 tenemos que el estadistico
Ch=n [1og S| — log S| + mi—lsm} = nF,(A,V)
sigue asintéticamente la distribucién ji-cuadrado con

k=plp—1)/2—[p-m—m(m—1)/2] = § [(p—m)> —p—m]

grados de libertad. Podemos observar que C} es n veces el valor minimo de
la funcién (6.15) y que k coincide con (6.10).

6.7. Rotaciones de factores

La obtencién de la matriz factorial, por aplicaciéon de los dos métodos
que hemos expuesto, no es mas que el primer paso del AF. Normalmente
la matriz obtenida no define unos factores interpretables. En el ejemplo de
las asignaturas, la solucién por el método del factor principal es en principio
véalida, pero define dos factores comunes Fj, 5 que no son facilmente identi-
ficables. Se hace necesario “rotar” estos dos factores hacia unos factores més
faciles de interpretar.

Se han propuesto diferentes versiones sobre cémo transformar la matriz
factorial a fin de obtener una estructura simple de los factores. Esencialmente
se trata de conseguir que unas saturaciones sean altas a costa de otras, que
serdn bajas, para asi destacar la influencia de los factores comunes sobre las
variables observables.
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6.7.1. Rotaciones ortogonales

Dada una matriz factorial A, queremos encontrar una matriz ortogonal
T tal que la nueva matriz factorial B = AT defina unos factores que tengan
una estructura méas simple. Un criterio analitico considera la funcién

m

DN SITORED S S A ML)
=1 =1

m
k=1 k#j=1 Li=1

G:

donde v es un pardmetro tal que 0 <~ < 1. Hay dos criterios especialmente
interesantes.

Quartimaz: Si v = 0 minimizar G equivale a maximizar la varianza de
los cuadrados de los p-m coeficientes de saturacién. Si cada saturacién a?j se
divide por la comunalidad, es decir, se considera a;/h7, la rotacién se llama
quartimax normalizada.

Varimaz: Si v = 1 minimizar G equivale a maximizar la suma de las
varianzas de los cuadrados de los coeficientes de saturacién de cada columna
de A. Anilogamente si consideramos a;/h?, la rotacién se llama varimax
normalizada.

6.7.2. Factores oblicuos

Los factores comunes pueden estar también correlacionados, y entonces
se habla del modelo factorial oblicuo. Este modelo postula que las variables
observables dependen de unos factores correlacionados Fj,...,F! y de p
factores unicos. Asi para cada variable X;

Xi=paF| +- +pmF,, + d;U;, 1=1,...,p. (6.18)
La solucién factorial oblicua consistird en hallar las siguientes matrices:
1. Matriz del modelo factorial oblicuo
P =(p;)
siendo p;; la saturacién de la variable X; en el factor FJ’ )
2. Matriz de correlaciones entre factores oblicuos

® = (p;;) siendo @;; = cor(F}, F}).
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3. Estructura factorial oblicua (estructura de referencia)

Q =(gi;) siendo g;; = cor(Xj, F}).

Si indicamos F° = (F}, ..., F!,)" y escribimos el modelo (6.18) en forma

matricial
X = PF° + DU,

facilmente probamos la relacién entre las tres matrices P, ® y Q
Q=Po,
y la versién del teorema de Thurstone para factores correlacionados
R = P3P + D2

Si los factores son ortogonales, el modelo factorial coincide con la estructura
factorial y tenemos que

6.7.3. Rotacion oblicua

Ya se ha dicho que hallar una matriz factorial A constituye el primer paso
de la factorizacion. Queremos encontrar una matriz L tal que la nueva matriz
factorial P = AL defina unos factores oblicuos que tengan una estructura
méas simple. Un criterio analitico sobre la matriz de estructura factorial Q
considera la funcién

m P p p
H=Y" %" qujqfk—%ZQ?jZQ?k ,
=1 =1

k=1 k#j=1 Li=1

donde v es un pardmetro tal que 0 < v < 1. Hay tres criterios especial-
mente interesantes, que tienen una interpretacién parecida al caso ortogonal
y que también se pueden formular, mas adecuadamente, dividiendo por las
comunalidades.

Quartimin: Si v = 0 hay méxima oblicuidad entre los factores comunes.

Bi-quartimin: Si v = 1/2 el criterio es intermedio entre quartimin y co-
varimin.

Covarimin: Si v = 1 hay minima oblicuidad entre los factores comunes.
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Conviene tener en cuenta que las rotaciones ortogonales y oblicuas in-
tentan simplificar la estructura factorial A y la estructura de referencia Q,
respectivamente.

Un criterio directo de rotacién oblicua es el promaz. Sea A la matriz fac-
torial obtenida por el método varimax. Queremos destacar unas saturaciones
sobre otras, por tanto definimos P* = (p;;) tal que

Py = |aff1|/aij, kE>1,
siendo k£ un nimero entero.

Cada elemento de A queda elevado a una potencia k conservando el signo.
Seguidamente ajustamos P* a AL en el sentido de los minimos cuadrados
(véase (13.4)):

L=(AA)"A'P*
Es necesario normalizar la matriz L de manera que los vectores columna de
T = (L')! tengan médulo unidad. Obtenemos entonces

P=AL &=TT, Q-=AT.

El grado de oblicuidad de los factores comunes aumenta con k. Se suele tomar
k= 4.

Ejemplo 6.7.1 Asignaturas.

Siguiendo con el ejemplo de las 5 asignaturas, Tabla 6.1, la estimacién
maximo verosimil y la matriz factorial rotada son:

Mséxim veros. Varimax Comun.

F, Fo C L

CNa 0,659 0,432 0,636 0,464 0,62
Mat 0,999 0,005 0,999 0,046 0,99
Fra 0,104 0,974 0,055 0,978 0,96
Lat 0,234 0,809 0,193 0,820 0,71
Lit 0,327 0,831 0,280 0,847 0,79

El test de hipétesis de que hay m = 2 factores comunes da x? = 1,22,
no significativo. Podemos aceptar m = 2. La rotacién varimax pone de ma-
nifiesto la existencia de dos factores C, L, que podemos interpretar como
dimensiones latentes de Ciencias y Letras.
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Figura 6.1: Proyeccién de las variables sobre los factores comunes ortogonales,
y factores rotados (rotacién promax), interpretados como factores de Ciencias

y Letras.

La rotacién oblicua promax con k£ = 4 da las matrices P, Q, ® siguientes:

Modelo factorial

Estruct. factorial

Correlaciones factores

C
CNa 0,570
Mat 1,040
Fra —0,150
Lat 0,028
Lit 0,114

L
0,375
—0,135
1,024
0,831
0,844

C
0,706
0,992
0,221
0,330
0,420

L
0,581
0,242
0,970
0,842
0,885

1 0,362
0,362 1

La Figura 6.1 representa los factores ortogonales iniciales F; y Fs, dibu-
jados como vectores unitarios, y los factores oblicuos C' y L. Las variables
tienen una longitud proporcional a la raiz cuadrada de sus comunalidades.

6.7.4. Factores de segundo orden

Un vez hemos obtenido los factores oblicuos con matriz de correlaciones
@, podemos suponer que estos m factores primarios dependen de m' factores
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secundarios de acuerdo con una matriz factorial B que verifica
® = BB’ + E2,

siendo E la matriz m x m diagonal.

Si los factores secundarios son también oblicuos, el proceso de facto-
rizaciéon puede continuar hasta llegar a un tdnico factor comin de orden su-
perior.

Un ejemplo de aplicacién nos lo proporciona la teorfa clésica de la estruc-
tura factorial de la inteligencia. Los test de aptitud dependen de un conjunto
elevado de factores primarios, que dependen de un conjunto de 7 factores
secundarios (verbal, numeérico, espacial, razonamiento, memoria, percepcion,
psicomotores), que a su vez dependen de un factor general “g” (el factor “g”
de Spearman), que sintetiza el hecho de que todas las aptitudes mentales
estan correlacionadas.

6.8. Mediciéon de factores

Sea x = (z1,...,x,) los valores de las p variables observables obtenidos
sobre un individuo w. Nos planteamos ahora “medir los factores”, es decir,
encontrar los valores f = (f1,..., f)" de los factores comunes sobre w. Se
verifica

x = Af + Du, (6.19)

siendo u = (uy ..., u,)" los valores de las unicidades.

Si interpretamos (6.19) como un modelo lineal, donde x es el vector de
observaciones, A es la matriz de diseno, f es el vector de pardmetros y e = Du
es el término de error, el criterio de los minimos cuadrados (véase (13.4)) nos
da

f=(A'A)"A'x.

Un método mas elaborado (propuesto por M. S. Bartlett) considera que
f es funcion lineal de x y que los valores de los factores tinicos

u=D"'(x - Af)

son términos de error. Si queremos minimizar
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expresando (6.19) como D™ 1x = D71 Af + u, es facil ver que
f=(A'D2A)'A'D%x.

Una modificacién de este método (propuesta por T. W. Anderson y H.
Rubin) consiste en anadir la condicién de que los factores comunes estimados
estén incorrelacionados. La solucién que resulta es

f =B 'A'D %,
siendo B?= A’'D72RD A,
Ejemplo 6.8.1 Asignaturas.

Continuando con el ejemplo de las 5 asignaturas, Tabla 6.1, las califi-
caciones en las asignaturas de los 4 primeros alumnos y las puntuaciones
(Anderson-Rubin) en los factores C'y L, obtenidos con la rotacién varimax,
son:

Alumno CNa Mat Fra Lat Lit C L
1 7 7 5 5 6 1,060 —0,559
2 5 5 6 6 5 | —0,568 0,242
3 5 6 5 7 5 0,259 —0,505
4 6 8 5 6 6 1,850 —0,614

Teniendo en cuenta que los factores comunes son variables estandarizadas,
el primer alumno tiene una nota relativamente alta en Ciencias y una nota
algo por debajo de la media en Letras.

6.9. Analisis factorial confirmatorio

Los métodos del factor principal y de la méxima verosimilitud son méto-
dos exploratorios, en el sentido de que exploran las dimensiones latentes de las
variables. El AF también se puede plantear en sentido confirmatorio, es decir,
estableciendo una estructura factorial de acuerdo con el problema objeto de
estudio, y seguidamente aceptando o rechazando esta estructura mediante
un test de hipétesis. Por ejemplo, podemos considerar que la matriz factorial



6.9. ANALISIS FACTORIAL CONFIRMATORIO 117

en el ejemplo de las 5 asignaturas es

C L
CNa 1 0
Mat 1 0
Fra 0 1
Lat 0 1
Lit 0 1

interpretando que las dos primeras sélo dependen del factor Ciencias y las
otras tres del factor Letras. Entonces podemos realizar una transformacion
de la matriz factorial inicial para ajustarnos a la matriz anterior.

Si la solucién inicial es A, postulamos una estructura B y deseamos en-
contrar T ortogonal tal que AT se aproxime a B en el sentido de los minimos
cuadrados

tr[(B — AT)'(B — AT)] = mfnimo,

entonces la solucién es T = UV’, siendo A’'B = UD,V’ la descomposicién
singular de A’'B. Es decir AT es la transformacién procrustes de A. Véase
(L.7).

Si T no es ortogonal y por lo tanto se admite una estructura oblicua,
entonces T se obtiene siguiendo un procedimiento parecido a la rotacion
promax

T =(A'A)'A'B,

pero normalizando a médulo 1 los vectores columna de T.

Ma4s generalmente, en AF confirmatorio se especifica el nimero de factores
comunes, el tipo ortogonal u oblicuo de la solucién, y los valores libres o fijos
de las saturaciones.

Ejemplo 6.9.1 Test de capacidad.

Un AF confirmatorio sobre 9 test (estudiado por K. Joreskog) obtiene
siete soluciones confirmatorias. De los 9 test considerados, los test 1,2,3 miden
relaciones espaciales, los test 4,5,6 inteligencia verbal y los test 7,8,9 velocidad
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de percepciéon. La matriz de correlaciones es:

12 3 4 5 6 7 8 9
1 0,318 0,468 0,335 0,304 0,326 0,116 0,314 0,439
1 0230 0234 0,157 0,195 0,057 0,145 0,139
1 0,327 0,335 0,325 0,099 0,160 0,327

1 0,722 0,714 0,203 0,095 0,309

1 0,685 0,246 0,181 0,345

1 0,170 0,113 0,280

1 0585 0,408

1 0512

1

© 00~ O Ui Wi

Sé6lo comentaremos tres soluciones. La primera solucién es oblicua no
restringida, y se puede aceptar, puesto que la ji-cuadrado del ajuste no es

significativa.
P L6o] Comun.
0,71 0,00 0,00 0,50
0,54 —-0,03 —0,08 0,26
0,67 0,04 —0,09 0,46
0,00 0,87 0,00 1 0,76
—0,03 0,81 0,13 0,54 1 0,70
0,01 0,82 —0,01 0,24 0,28 1 0,68
0,00 0,00 0,78 0,61
0,42 —0,30 0,73 0,68
0,56 —0,06 0,41 0,54

2

X12 - 9,77

p=0,64

La segunda solucién es oblicua restringida. Se impone la condicién de que
los tres primeros test correlacionen sélo con el primer factor, los tres siguientes
s6lo con el segundo y los tres 1iltimos sélo con el tercero. No obstante, el valor

ji-cuadrado es significativo y esta solucién no deberfa aceptarse.
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P P Comun.
0,68 0,00 0,00 0,46
0,52 0,00 0,00 0,27
0,69 0,00 0,00 0,48
0,00 087 000 1 0,77 X3, = 51,19
0,00 0,83 000 054 1 0,69 p = 0,001
0,00 0,83 000 052 034 1 0,69
0,00 0,00 0,66 0,43
0,00 0,00 0,80 0,63
0,00 0,00 0,70 0,49

La tercera solucién es ortogonal no restringida, con un factor general y
tres factores especificos, en el sentido que el primero no correlaciona con la
variable 4, el segundo no correlaciona con las variables 1 y 7 y el tercero no
correlaciona con 1, 2 y 4. El valor ji-cuadrado indica que esta solucién es
aceptable.

P 03] Comun.
0,38 0,58 0,00 0,00 0,48
0,24 0,41 0,35 0,00 0,37
0,38 0,53 0,30 —0,03 1 0,52
0,87 0,00 0,03 0,00 0,0 1 0,75 Xz = 2,75
0,83 0,01 -0,13 0,06 0,0 0,0 1 0,72 p=0,84
0,83 0,01 0,04 —-0,02 0,0 0,0 00 1 0,68
0,24 0,02 0,00 0,95 0,95
0,15 0,43 —-0,13 0,57 0,56
0,36 0,59 —0,22 0,34 0,64

6.10. Complementos

Constituyen dos precedentes del Andlisis Factorial el concepto de fac-
tor latente de F. Galton y de eje principal de K. Pearson. El primer trabajo,
publicado en 1904, por Ch. Spearman (Spearman, 1904) desarrolla una teoria

[P

de la inteligencia alrededor de un factor comin, el factor “g”. Esta teorfa,
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que ordenaba la inteligencia de los individuos a lo largo de una sola dimen-
sién, fue defendida por C. Burt, con consecuencias socioldégicas importantes,
pues proporcioné una base cientifica para financiar las escuelas privadas en
detrimento de otras.

El Anélisis Factorial moderno se inicia con la obra “Multiple Factor
Analysis” de L.L. Thurstone, que postulaba mé&s de un factor comun, intro-
ducfa la estructura simple y las rotaciones de factores. A partir de Thurstone
la medida de la inteligencia era mas “democrética”, ya que posefa varias
dimensiones latentes, quedando sin sentido una ordenacién clasista de los
individuos, pues si en una dimensién serfa posible ordenarlos, en varias di-
mensiones es imposible. Hubo una polémica similar sobre la personalidad. La
teorfa psicoanalitica defendia una continuidad entre la personalidad neurética
y la psicética, mientras que el AF revela que neurosis y psicosis son dimen-
siones independientes.

Los modelos y métodos de Spearman, Burt, Thurstone y otros (Holzinger,
Harman y Horst), son ya historia. Los métodos actuales para obtener la
matriz factorial son: factor principal, analisis factorial canénico (C.R. Rao),
método Alfa (H.F. Kaiser, J. Caffrey) y el método de la méxima verosimilitud
(D. N. Lawley, K. G. Joreskog). Véase Joreskog (1967).

El método varimax de rotacion ortogonal de Kaiser es uno de los mds
recomendados. J.B. Carroll introdujo la rotacién oblicua quartimin y A. E.
Hendrickson y P. O. White la promax. Anderson y Rubin (1956) publicaron
un excelente trabajo sobre AF, tratando todo los aspectos algebraicos y es-
tadisticos del tema. Véase Harman (1976), Torrens-Ibern (1972).

El estudio de las dimensiones latentes es un tema presente en la ciencia
y siempre ha despertado interés. C. R. Rao demostré que si conocemos la
distribucién de k£ combinaciones lineales de p variables independientes, siendo
k(k—1)/2 < p < k(k + 1)/2, entonces la distribucién de cada una de las
p variables queda determinada (salvo la media o parametro de localizacién).
Por ejemplo, si tenemos p = 210 variables independientes bastarfa conocer
la distribucién de k£ = 20 combinaciones lineales adecuadas para determinar
la distribucién de las 210 variables. Este resultado proporciona una cierta
justificacién tedrica acerca del hecho que la informacién multivariante posee
una dimensionalidad latente mucho maés pequena.

La etapa inicial del AF (hasta 1966), era exploratoria, como una her-
ramienta para explorar la dimensionalidad latente de las variables. Mds tarde,
el anélisis factorial se ha entendido en sentido confirmatorio (Joreskog, Law-
ley, Maxwell, Mulaik), estableciendo una estructura factorial de acuerdo con
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el problema, y seguidamente aceptando o rechazando esta estructura me-
diante un test de hipétesis (Joreskog, 1969, 1970). Constiltese Cuadras (1981).

Se han llevado a cabo muchas aplicaciones del AF. Citaremos tres, las
dos primeras sobre AF exploratorio y la tercera sobre AF confirmatorio.

Rummel (1963) estudia 22 medidas de los conflictos de 77 naciones y en-
cuentra tres dimensiones latentes, que identifica como: agitacién, revolucién
y subversién, y ordena las naciones segin las puntuaciones en los factores
comunes.

Sénchez-Turet y Cuadras (1972) adaptan el cuestionario E.P.I. de perso-
nalidad (Eysenck Personality Inventory) y sobre un test de 69 items (algunos
items detectan mentiras) encuentran tres factores: Introversién-Extroversion,
Estabilidad-Inestabilidad, Escala de mentiras.

Joreskog (1969) explica un ejemplo de AF confirmatorio sobre 9 test,
previamente estudiado por Anderson y Rubin. Véase la Seccién 6.9.

Finalmente, el Analisis de Estructuras Covariantes es una generalizacion
del AF, que unifica este método con otras técnicas multivariantes (MANOVA,
andlisis de componentes de la varianza, andlisis de caminos, modelos simplex
y circumplexos, etc.). Se supone que la estructura general para la matriz de
covarianzas es

> = B(P®P' + D*)B' + 0%

Otra generalizacion es el llamado modelo LISREL (Linear Structural Re-
lationship), que permite relacionar un grupo de variables dependientes Y
con un grupo de variables independientes X, que dependen de unas variables
latentes a través de un modelo de medida. Las variables latentes estan rela-
cionadas por un modelo de ecuaciones estructurales. LISREL (Joreskog y
Sorbom, 1999) es muy flexible y tiene muchas aplicaciones (sociologia, psi-
cologia, economia). Véase Satorra (1989), Batista y Coenders (2000).

No se debe confundir el andlisis de componentes principales (ACP) con el
andlisis factorial (AF). El modelo ACP existe siempre y se escribe X = AF,
conteniendo tantas componentes (interpretadas como factores comunes) co-
mo variables originales. El modelo AF es mds restrictivo, se escribe X =
AF + DU y contiene m factores comunes y p factores unicos. El modelo AF
no siempre es valido, hay que realizar un test para decidir si puede acep-
tarse. El AF se adecia mejor a las aplicaciones en Psicologia, pues explora
dimensiones latentes (factores comunes) y expresa las variables separando la
parte debida a estos factores y la debida a los factores tinicos, que no tienen
relacién con las dimensiones latentes.
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Capitulo 7

ANALISIS CANONICO DE
POBLACIONES

7.1. Introduccion

Con el Anélisis de Componentes Principales podemos representar los indi-
viduos de una poblacién, es decir, representar una tinica matriz de datos. Pero
si tenemos varias matrices de datos, como resultado de observar las variables
sobre varias poblaciones, y lo que queremos es representar las poblaciones,
entonces la técnica adecuada es el Anélisis Canénico de Poblaciones (CANP).

Supongamos que de la observacién de p variables cuantitativas X, ..., X,
sobre g poblaciones obtenemos g matrices de datos

X1 ny Xp
Xg Ng X D
X = : )
X, Ng X P
donde X; es la matriz n; x p de la poblacién i. Sean X},Xj, . . . ;X los vectores

(fila) de las medias de cada poblacién. X es de orden n x p, siendo ahora
n =7, n;. Indiquemos

</ </
</ </
x —X

123
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la matriz g X p con las medias de las g poblaciones. Tenemos dos maneras de
cuantificar matricialmente la dispersién entre las poblaciones:

= La matriz de dispersién no ponderada entre grupos
A=XX=) (%-%)F-%
i=1
= La matriz de dispersién ponderada entre grupos
g
B =) nX —X) (X —%).
i=1

La matriz A es proporcional a una matriz de covarianzas tomando como
datos sélo las medias de las poblaciones. La matriz B participa, juntamente
con W (matriz de dispersién dentro de grupos) en el test de comparacién
de medias de g poblaciones. Aqui trabajaremos con la matriz A, si bien los
resultados serfan parecidos si utilizdramos la matriz B. También haremos uso
de la matriz de covarianzas (véase (3.2)):

1 Y
=1

n—g <

Entonces A =X X juega el papel de matriz de covarianzas “entre” las pobla-
ciones, S juega el papel de matriz de covarianzas “dentro” de las poblaciones.

7.2. Variables candnicas

Definicién 7.2.1 Sean V = [v,,...,v,]| los vectores propios de A =X'X
respecto de S con valores propios Ay > --- > A, es decir,

AVi = )\Z'SVi,
normalizados seqin
/
v,Sv; = 1.

Los vectores vi,...,v, son los vectores candnicos y las variables candnicas
son las variables compuestas
}/i = XVi.
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Sivy = (vigy...,0) vy X=[Xy,...,X,], la variable canénica Y; es la
variable compuesta
Yi=Xv; =0, X1 + -+ X,
que tiene S-varianza 1 y A—varianza \;, es decir:
vara(Y;) = viAv; = )\;, varg(Y;) = viSv; = 1.

Trabajaremos con p variables canénicas, pero de hecho el nimero efectivo es
k = min{p, g — 1}, ver Secci6én 7.5.3.

Teorema 7.2.1 Las variables candnicas verifican:

1. Son incorrelacionadas dos a dos respecto a A y también respecto a S

cova(Y;,Y;) = covs(Y,Y;) =0 si i #j.

2. Las A-varianzas son respectivamente mdximas:
vara(Yr) = A > -+ > vara(Y,) = A,

en el sentido de que Y7 es la variable con mdxima varianza entre grupos,
condicionada a varianza 1 dentro grupos, Ys es la variable con mazrima
varianza entre grupos, condicionada a estar incorrelacionada con Yy y
tener varianza 1 dentro grupos, etc.

Demost.: Supongamos A\ > --- > A, > 0. Probemos que las variables com-
puestas Y; = Xt;, i = 1,...,p, estdn incorrelacionadas:

COVA(Y Y) = t;Atj = t;SAJtJ = )\jt;Stj,

iy 1y

Restando (A; — M\)tiSt; = 0 = t/St; = 0 = cova(Y;,Y;) = A\tiSt; =
cova(Y;,Y;) =0, sii # j. Ademds, de t;St; = 1:
V&I‘A(Y;) = )\Zt;Stl = )\z
Sea ahora Y = >" 4, X; = Y7 | o;Y; una variable compuesta tal que
varg(Y) =Y 0 | a?varg(V;) = Y7 o = 1. Entonces var, (Y) es:

var 4 (i ain) Za var 4 (Y; Za2>\ < (Za ) A = vara (Y1),
i=1
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que prueba que Y; tiene maxima varianza entre grupos.
Consideremos a continuacién las variables Y incorrelacionadas con Y7,
que podemos expresar como:

p p
Y = ZﬁiYi condicionado a Zﬁf =1
=2 =2

Entonces var4(Y') es:

p p p p
(z m) LS () = ST < (z ﬁ?) e — vara(Va)
=2 =2 =2 1=2

y por lo tanto Y5 estd incorrelacionada con Y y tiene varianza méxima. La
demostracién para Y3, ...,Y, es andloga. O

7.3. Distancia de Mahalanobis y transforma-
cién candnica

La distancia de Mahalanobis entre dos poblaciones es una medida natural
de la diferencia entre las medias de las poblaciones, pero teniendo en cuenta
las covarianzas. En la Seccién 1.9 hemos introducido la distancia entre los
individuos de una misma poblacién. Ahora definimos la distancia entre dos
poblaciones cuando hay maés de dos poblaciones.

Definicién 7.3.1 Consideremos muestras multivariantes de g poblaciones
con vectores de medias X1,Xs, ..., X, y matriz de covarianzas (comin) S. La
distancia (al cuadrado) de Mahalanobis entre las poblaciones i,j es

M?(i,j) = (% — %;)'S7' (X — X;).

Si X es la matriz centrada con los vectores de medias y V = [v,,...,v,]

. L. . '/~
es la matriz con los vectores canénicos (vectores propios de A =X X respecto
de S), la transformacién canénica es

Y =XV.

La matriz Y de orden g X p contiene las coordenadas candnicas de las ¢
poblaciones.
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Teorema 7.3.1 La distancia de Mahalanobis entre cada par de poblaciones
i1, coincide con la distancia euclidea entre las filas 1,7 de la matriz de
coordenadas candnicas Y. Siy; = X;V entonces

dip(i,7) = (vi —y;) (yi —y;) = (% —X))'S7' (% — X;). (7.1)
Demost.: Basta probar que los productos escalares coinciden
vy, =%87'%, <= XS7'X =YY" (7.2)

Sea A =diag(\y, ..., \,) lamatriz diagonal con los valores propios de A =X'X
respecto de S. Entonces

AV =SVA con V'SV=1,

y la transformacién canénica es Y =XV. o
AV = SVA es XXV = SVA, luego 7' X' XV = VA y premultiplican-
do por X tenemos XS !X XV = XVA, es decir,

XS XY = YA.

Con lo cual Y contiene los vectores propios de XS_lf’, luego cumple la
descomposicién espectral

XS X = YAY'

suponiendo Y ortogonal. To_rrllando YAY? que indicamos también por Y,
obtenemos finalmente XS™!X =YY" O

7.4. Representacion canénica

La representacién de las ¢ poblaciones mediante las filas de X con la
métrica de Mahalanobis es bastante complicada: la dimensién puede ser
grande y los ejes son oblicuos. En cambio, la representacién mediante las
coordenadas candnicas Y con la métrica euclidea se realiza a lo largo de
ejes ortogonales. Si ademés, tomamos las m primeras coordenadas canénicas
(usualmente m = 2), la representacion es totalmente factible y es 6ptima en
dimensién reducida, en el sentido de que maximiza la variabilidad geométrica.
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Teorema 7.4.1 La variabilidad geométrica de las distancias de Mahalanobis
entre las poblaciones es proporcional a la suma de los valores propios:

Var( 222]\42] Z)\ (7.3)

7,7=1

Si Y =XV, donde V, de orden p x m es la matriz de la transformacion
candnica en dimension m y
55(m) = (yi —y) i —¥3)) = > _(Win — yn)’
h=1
es la distancia euclidea (al cuadrado) entre dos filas de Y, la variabilidad
geométrica en dimension m < p es

1 &, 1 &
Vé(Y)mZQ_gg 2 161‘j<m) = EZ;Ai’
1,]= 1=

y esta cantidad es mdxima entre todas las transformaciones lineales posibles
en dimension m.

Demost.: De (5.3) y (7.1)

S

1< 1<
VM(X):_Z _2—2 yzh_yjh =514+

2 _
donde s7 = (3°7_, v7;)/g representa la varianza ordinaria de la columna Y
de Y. Esta suma de varianzas es

tr(2Y'Y) = Lr(VX'XV) =Ltr(V'AV) =Liz(A)

lo que prueba (7.3).

Sea ahora Y=XT otra transformacién de X tal que T'ST = I. Indicando
T =[t,,....t,], la A-varianza de la primera columna Y; de Y es tjAt; <
v|Avy = \,. Es decir, la varianza ordinaria s*(Y1) = ¢~1Y{V; = ¢~ ', X Xt,
es méxima para Y; = Xv;, primera columna de Y. Andlogamente se demues-
tra para las demds columnas (segunda, tercera, etc., coordenadas canénicas).
Tenemos pues:

=3 R(T) = - S vans (Vi) < V(Y =

k=1 9 k=1 9 k=1
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El porcentaje de variabilidad geométrica explicada por las m primeras
coordenadas canénicas es

P = 100-——2 = jop5t T o
Vu(X) Mt A

7.5. Aspectos inferenciales

Supongamos ahora que las matrices de datos X;,...,X, provienen de
g poblaciones normales N, (uy,3%1),. .., Np(p,, 3,). Para poder aplicar cor-
rectamente un andlisis canénico de poblaciones conviene que los vectores de
medias sean diferentes y que las matrices de covarianzas sean iguales.

7.5.1. Comparaciéon de medias

El test
Hotpy=py=-=p, (7.4)
ha sido estudiado en la Seccién 3.3.3 y se decide calculando el estadistico
A = |W]|/|B + W] con distribucién lambda de Wilks. Si aceptamos Hy las
medias de las poblaciones son tedricamente iguales y el andlisis candnico,

técnica destinada a representar las medias de las poblaciones a lo largo de
ejes candnicos, no tiene razoén de ser. Por lo tanto, conviene rechazar H,.

7.5.2. Comparacién de covarianzas

El test
H6:21222:---:Eg

se resuelve mediante el test de razén de verosimilitud

S xS,
|S|n/2

)

donde S; es la matriz de covarianzas de las datos de la poblacién ¢, estimacion
maximo verosimil de ¥J; y

S=(mS1+ -+n,S,)/n=W/n
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es la estimacién maximo verosimil de ¥, matriz de covarianzas comiin bajo
H{. Rechazaremos H| si el estadistico

—2log Ag = nlog S| — (n1log[Sq]| + -+ + nylog|S,|) ~ Xg

es significativo, donde ¢ = gp(p+1)/2—p(p+1)/2 = (¢—1)p(p+1)/2 son los
grados de libertad de la ji-cuadrado. Si rechazamos H, entonces resulta que
no disponemos de unos ejes comunes para representar todas las poblaciones
(la orientacién de los ejes viene determinada por la matriz de covarianzas),
y el andlisis candnico es tedricamente incorrecto. Conviene pues aceptar Hj.
Este es el llamado test de Bartlett.

Debido a que el test anterior puede ser sesgado, conviene aplicar la cor-
reccién de Box,

¢ [(n— g)10g 8] = (1 — 1)log|81] — -+ = (n, — 1) og |S,)] .

donde S; = [n;/(n; — 1)]S;, S es la estimacion insesgada de 3 (comtin) y la
constante c es

(2 +3p—1 ~ 1 1
o (6(p+1)(9—1))<;nk—1 n—g>'

7.5.3. Test de dimensionalidad

[ p— . . ., .
Como el rango de A = X X no puede superar ni la dimensién p ni g — 1,
es obvio que el niimero efectivo de valores propios es

k = min{p,g — 1}.

Si los vectores de medias poblacionales estdn en un espacio R™ de dimen-
siébn m < k, entonces el espacio candnico tiene dimensién m y por lo tanto
debemos aceptar la hipétesis

H(gm):A1>--.>)\m>)\m+1:...:Ak7

donde \; > --- > ), son los valores propios de MM (la versién poblacional
de A) respecto de ¥. Si
1> >1
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son los valores propios de B respecto de W (ver Seccién 3.3.3), es decir,
soluciones de
IB—IW| =0,

)

entonces un test para decidir Hé’” estd basado en el estadistico

k
bn=[n—1=1(p+g)] Y log(1+1)~x2,
i=m+1

donde ¢ = (p—m)(g—m—1). Este test asint6tico, propuesto por Bartlett, se
aplica secuencialmente: si by es significativo, estudiaremos by; si b; es también
significativo, estudiaremos by, etc. Si by, ..., b,,_1 son significativos pero b,,
no, aceptaremos que la dimensioén es m. Obsérvese que aceptar H, (()0) equivale a
la hipétesis nula de igualdad de vectores de medias (que entonces coincidirfan
en un punto), es decir, equivale a aceptar (7.4).

Otros autores utilizan este test independientemente para cada dimension.
Asi, el test Hy : \j = 0 estd basado en el estadistico

¢;=[n—1=1p+g)]log(l+1;)~ 2

donde 7 = p + g — 2j son los grados de libertad. Rechazaremos Hj si ¢; es
significativo.

7.5.4. Regiones confidenciales

Sean 'y, =X,V,i=1,...,¢ las proyecciones canénicas de los vectores de
medias muestrales de las poblaciones. Podemos entender y, como una esti-
macién de puf = p,;V, la proyeccion canénica del vector de medias poblacional
p;. Queremos encontrar regiones confidenciales para p', i =1,...,¢.

Teorema 7.5.1 Sea 1 — « el coeficiente de confianza, F, el valor tal que
P(F > F,) = «, donde F sigue la distribucion F conp y (n—g—p+1) g.l.
y consideremos:

(n—g)p
(n—g-—p+1)
Entonces las proyecciones canonicas p; de los vectores de medias pobla-
cionales pertenecen a regiones confidenciales que son hiperesferas (esferas
en dimension 3, circulos en dimension 2) de centros y radios

(yz‘v Ra/\/n_i)a

donde n; es el tamano muestral de la poblacion 1.

R?> = F,

«
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Demost.: X; — p; es N,(0,3/n;) independiente de W que sigue la distribucién
W,(%,n — g). Por lo tanto

(n = g)ni(%; — p) W (i — ;) = (X — py)S ™' (%Ki — ;) ~ T (p,m — g),
y como la distribucién de Hotelling equivale a una F', tenemos que

ni(n—g—p+1) "o

(ii - Hz‘)ISil(fi - .Uz') ~

Asi pues

_ 1 R?
Pl - pys - < 22| < 1-a
(2
que define una regién confidencial hipereliptica para p, con coeficiente de
confianza 1 — «. Pero la transformacién canénica y; = X,V convierte a

(X — ;) S™HX — ) en (¥, — p})'(¥; — p) y por lo tanto

2
Plo - wym w10
(2

Esta transformacién convierte ademés hiperelipses en hiperesferas (elipses
en circulos si la dimensién es 2), ya que las variables candnicas estén incor-
relacionadas, lo que también es valido si reducimos la dimensién (tomamos
las m primeras coordenadas candnicas). U

Por ejemplo, si elegimos 1 — a = 0,95 y una representacién en dimensién
reducida 2, cada poblacién vendra representada por un circulo de centro y,
y radio Ry 5/+/ni, de manera que el vector de medias proyectado pertenece
al circulo con coeficiente de confianza 0,95. La separacién entre los centros
indicard diferencias, mientras que si dos circulos se solapan, serd un indicio
de que las dos poblaciones son posiblemente iguales.

7.6. Ejemplos
Ejemplo 7.6.1 Coledpteros.

Se tienen medidas de 5 variables biométricas sobre 6 especies de coleépteros
del género Timarcha encontradas en 8 localidades distintas. Los datos es-
tan disponibles en http://biost3.bio.ub.edu/cuadras/escarab.txt (véase Pe-
titpierre y Cuadras, 1977).
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Figura 7.1: Proyeccién canénica de cinco poblaciones.

. sinustocollis (Campellas, Pirineos) ny = 40.
. sinustocollis (Planollas, Pirineos) ny = 40.
. indet (vall de Llauset, Pirineos, Osca) ns = 20.

monserratensis (Collformic, Barcelona) n, = 40.

. monserratensis (Collfsuspina, Barcelona) ns = 40.
. catalaunensis (La Garriga, Barcelona) ng = 40.

. balearica (Mahon, Baleares) ny = 15

. pimeliodes (Palermo, Sicilia) ng = 40

Las medidas (en mm.) son:
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X1= long. prognoto, Xo=diam. médximo prognoto, X3= base prognoto,

X4= long. élitros, X5 = diam. méximo élitros.

Se quiere estudiar si existen diferencias entre las 8 poblaciones (locali-
dades) y representarlas mediante la distancia de Mahalanobis. Los resultados
del andlisis canénico son:

s Matriz de covarianzas comin:

3,277 3,249 2,867 5,551 4,281

7174 6,282 9,210 7,380

S = 6,210 8,282 6,685
20,30 13,34

13,27
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= Test de Bartlett para homogeneidad de la matriz de covarianzas. Ji-
cuadrado = 229.284, con 105 g.1. Significativo al 5 %.

= Matriz de dispersion entre grupos:

6268 11386 8039 22924 17419
21249 15370 42795 32502

B = 11528 31009 23475 | ~ Wy(=,7)
86629 65626
49890

= Matriz de dispersion dentro de grupos:

8748 867,5 7654 1482 1142
1915 1677 2459 1970

W = 1658 2211 1784 | ~ Wi(x,267)
5419 3562
3541

= Matriz de dispersién total:

7143 12253 8804 24407 18562

23164 17047 45254 34472

T = 13186 33220 25260
92049 69189

53432

= Test de comparacién de medias:
A=|W|/|B+W|=0,0102 ~ A(5,267,7) - F =62,5 (35y 1108 g.l.)
Existen diferencias muy significativas.

= Transformacién candnica, valores propios y porcentaje acumulado:

V1 Vo

—0,0292  0,2896
0,5553  0,7040
—0,6428 —0,9326
0,1259 —0,1326
0,1125 0,0059

A 158,64 2453
%o 85,03 98,18
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4T Y2(13%) @
N

Figura 7.2: Representacién canénica de 8 poblaciones conteniendo datos bio-
métricos de 6 especies de coledpteros, encontrados en 8 localidades distintas.

De acuerdo con la Figura 7.2, las poblaciones 1 y 2 pertenecen claramente
a la misma especie, asi como la 4 y 5. Las poblaciones 3 y 6 son especies
préximas, mientras que las 7 y 8 se diferencian mucho de las otras especies.

7.7. Complementos

El Analisis Canénico de Poblaciones (CANP) fue planteado por M. S.
Bartlett en términos de correlaciéon candnica entre las poblaciones y las va-
riables observables. C. R. Rao lo relacioné con la distancia de Mahalanobis y
lo estudié como una técnica para representar poblaciones. Su difusién es debi-
da a Seal (1964). Ver aplicaciones en Petitpierre y Cuadras (1977), Sdnchez-
Turet et al. (1981).

Existen diferentes criterios para obtener la regién confidencial para las
medias de las poblaciones. Aqui hemos seguido un criterio propuesto por
Cuadras (1974). Una formulacién que no supone normalidad es debida a
Krzanowski y Radley (1989). A menudo los datos no cumplen la condicién
de igualdad de las matrices de covarianzas, aunque el CANP es vélido si las
matrices muestrales son relativamente semejantes.

En el CANP, y més adelante en el Andlisis Discriminante, interviene la
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descomposicién T = B + W, es decir:

g n; g g Uz
Z Z Xih — th - )l: Z nl(fl + Z th X’L th _Ei)/~

=1 h=1 =1 =1 h=1
Si los datos provienen de g poblaciones con densidades f;(x), medias y

matrices de covarianzas (p,;, ;) y probabilidades p;,i = 1,...,g, es decir,
con densidad

f(x) =p1fi(x) + - +pg fy(x),

entonces el vector de medias correspondiente a f es

=Pt Dby,

y la matriz de covarianzas es

5= pilpi— ) —p) + ZpiE

Esta descomposicién de ¥ es la versién poblacional de T=B + W, y la
versién multivariante de

var(Y) = E[var[Y|X]] 4 var[E[Y|X]],

donde Y| X representa la distribucién de una variable Y dada X. Véase Flury
(1997). Para una versién més general de particién de la variabilidad en
presencia de mixturas, véase Cuadras y Cuadras (2011) y Cuadras y Salvo
(2018b).

Se llama falacia ecoldgica a las conclusiones equivocadas (sobre todo al
correlacionar dos variables) que resultan de agregar indebidamente varias
poblaciones. Los resultados para las poblaciones agregadas (por ejemplo,
varios paifses), son distintos de los resultados para cada poblacién por se-
parado (individuos de un mismo pais). Dadas dos poblaciones N,(pt,, %)
y Np(py, X), Cuadras y Fortiana (2000) prueban que se produce la falacia
ecolégica si la direccién principal de los datos es distinta de la direccion del
segmento que une p; y p. Se verifica entonces:

(=) 27 (=) > (g — ) [diag ()]~ (1 —pas),

es decir, si la distancia de Mahalanobis es mayor que la distancia de Pearson.
La desigualdad anterior refleja la influencia de las componentes principales
de menor varianza y es parecida a la desigualdad (5.8).



Capitulo 8

ESCALADO
MULTIDIMENSIONAL
(MDS)

8.1. Introduccion

Representar un conjunto finito cuando disponemos de una distancia entre
los elementos del conjunto, consiste en encontrar unos puntos en un espacio de
dimensién reducida, cuyas distancias euclideas se aproximen lo mejor posible
a las distancias originales.

Sea 2 = {wy,ws,...,w,} un conjunto finito con n elementos diferentes,

que abreviadamente indicaremos
Q={1,2,..,n}

Sea d;; = 6(i,j) una distancia o disimilaridad entre los elementos 7, j de
N Se habla de distancia (métrica) cuando se cumplen las tres condiciones:

1. 0(i,i) =0 para todo i.

2. 6(i,j) =6(j,i) >0 para todo 1, j.

3. 0(i,j) <d(i, k) +6(j, k) paratodo i, j, k (desigualdad triangular).

Si sélo se cumplen las dos primeras condiciones, diremos que 6(i, j) es
una disimilaridad.

137



138 CAPITULO 8. ESCALADO MULTIDIMENSIONAL (MDS)

Consideremos entonces la matriz de distancias (o disimilaridades)

011 012 -+ O1n
021 O22 -+ O2p
A= : C- : 0ij = 05i = 0(i,7) = i = 0.
6n1 6112 T 6nn
Definicién 8.1.1 Diremos que A = (0;;) es una matriz de distancias eu-
clideas si existen n puntos Xi,...,X, € RP, siendo
X, = (i1, ..., ), 1=1,...,n,
tales que
P
05 =) (wia — 150)” = (x; — %)/ (x; — X;) (8.1)
a=1
Indicaremos las coordenadas de los puntos x4, ..., X,, que representan los
elementos 1,...,n de €1, en forma de matriz
i1 Tiz - Tip
X — I?1 T2 -+ Ton
Tn1 Tp2 " Tpp

El objetivo del escalado multidimensional es encontrar la X més adecuada a
partir de la matriz de distancias A.

8.2. ;Cuando una distancia es euclidea?

Sea A® = (5%) la matriz de cuadrados de las distancias. Si la distancia
es euclidea entonces de (8.1)

P | / /
0;; = X;Xi + X;Xj — 2X;X;.
La matriz de productos internos asociada a A es

G = XX/
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Los elementos de G = (g;;) son g;; = x/x;. Relacionando A® = (47,) con G
vemos que

A® = 1g' 4+ g1’ — 2G, (8.2)
donde g =(g11, - - -, gnn)’ contiene los elementos de la diagonal de G. Sea H la
matriz de centrado (Capitulo 1) y consideremos las matrices A = —1A® =

—1(67) y B=HAH.

Teorema 8.2.1 La matriz de distancias A = (6;5) es euclidea si y sélo si
B >0, es decir, los valores propios de B son no negativos.

Demost.: La relacién entre B = (b;;) y A = (a;;) es
bij = aij — ;. — CL.j + a..,

donde a;. es la media de la columna 7 de A, a; es la media de la fila j y a.
es la media de los n? elementos de A. Entonces

bii = —qa; — a; + a.., bj‘ = —a;. — Qy + a..,

y por lo tanto

Supongamos que A es euclidea. Entonces G = XX'. De (8.2) resulta que
A=—(1g' +g1)/2+G.

Multiplicando ambos lados de A por H, dado que H1 =0y 1’'H = 0’, te-
nemos que

B =HAH =HGH = HXX'H=XX > 0,

lo que prueba que B es semidefinida positiva.

Supongamos ahora que B >0. Entonces B = Y'Y’ para alguna matriz Y
de orden n x p, es decir, b;; = y.y;, donde y; es la fila i- ésima de Y. Aplicando
(8.3) tenemos

0 =yiyi + Y5y —2viy; = (vi — ¥;) (v — ¥5),

que demuestra que A es matriz de distancias euclideas. [l
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8.3. El andlisis de coordenadas principales

Hemos visto que si B >0, cualquier matriz Y tal que B = Y'Y’ propor-
ciona unas coordenadas cartesianas compatibles con la matriz de distancias
A. Sea

B = UAU’

la, descomposicion espectral de B, donde U es una matriz n X p de vectores
propios ortonormales de B y A es matriz diagonal que contiene los valores

propios ordenados
)\12"'2)\p>)\p+1:0 (84)

Obsérvese que B1 = 0, y por lo tanto A,+1 = 0 es también valor propio de
B de vector propio el vector 1 de unos. Entonces es evidente que la matriz
nxp

X = UA'? (8.5)

también verifica B = XX'.

Definicién 8.3.1 La solucion por coordenadas principales es la matriz de co-
ordenadas (8.5), tal que sus columnas Xy, ..., X,, que interpretaremos como
variables, son vectores propios de B de valores propios (8.4). Las coordenadas
del elemento i € €} son

Xg = (Iil, P ,inp),

donde x; es la fila i-ésima de X. Reciben el nombre de coordenadas principales
y cumplen (8.1).

La solucién por coordenadas principales goza de importantes propiedades.
En las aplicaciones practicas, se toman las m < p primeras coordenadas
principales a fin de representar €. Por ejemplo, si m = 2, las dos primeras
coordenadas de X proporcionan una representacién a lo largo de los ejes X,
y Xy
X1 X
Iz 212
2 | X1 T2

n | Tnl Tn2
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Propiedades:
1. Las variables X}, (columnas de X) tienen media 0.
Xi— =X, =0

Demost.: 1 es vector propio de B ortogonal a cada Xy, por lo tanto
X, =1(1'X;) =0.

2. Las varianzas son proporcionales a los valores propios

si:%)\k, k=1,....p
Demost.: La varianza es %X,ng = %)\k.
3. Las variables estdn incorrelacionadas
cor(Xg, Xpr) =0, k#K =1,...,p.
Demost.: Como las medias son nulas, la covarianza es
cov( Xy, Xp) = %X,;Xk/ =0,
pues los vectores propios de B son ortogonales.

4. Las variables X} son componentes principales de cualquier matriz de

datos Z tal que las distancias euclideas entre sus filas concuerden con
A.

Demost.: Supongamos Z matriz de datos centrada. Tenemos que
B =XX'=7Z7"

La matriz de covarianzas de Z es

1
S=-7'7 = TDT,
n

donde D es diagonal y T es la matriz ortogonal de la transformacion
en componentes principales. Entonces:

7'7 =nTDT,
77'7Z =nZTDT,
BZT = ZTnD,
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y por lo tanto ZT es matriz de vectores propios de B con valores
propios los elementos diagonales de nD, lo que implica X = ZT. En
consecuencia la matriz de coordenadas principales X coincide con la
transformacién por componentes principales de la matriz Z, véase (5.1).

. La variabilidad geométrica de A es

1 K, 1
k=1

ij=1

. La variabilidad geométrica en dimensién m es maxima cuando tomamos

las m primeras coordenadas principales. Es decir,

n

ij=1 ij=1 k=1 k=1

s maximo.

Demost.: Sea @1, ..., 7, una muestra con media T = 0 y varianza s2. Se

verifica entonces que s? es:

1 n 1 n n n
2 _ § : 2 § : 2 _ E T
4,j=1 4,j=1 4,j=1 1,j=1
n

n n n
= # (anf—i—an? —22@-2%) .
i=1 j=1

i=1  ij=1

Luego V5(X) =>"F_, s7.

Hemos demostrado que para cualquier matriz X tal que B = XX, la
suma de las varianzas de las columnas de X es igual a la variabilidad
geométrica. Si en particular tenemos las coordenadas principales, esta
suma de varianzas es la suma de los valores propios dividida por n,
y puesto que las columnas son componentes principales, sus varianzas
son respectivamente méximas.

El porcentaje de variabilidad explicada por los m primeros ejes principales

es la proporcién de variabilidad geométrica

Vé(X) Z?—l Ak
P, =100———=2 = 100=2=—.
Vé(X) i:l Ak
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La representacién es éptima, pues al ser B = XX’ si tomamos las m
primeras coordenadas principales X,,, entonces estamos aproximando B por
B*= X,, X/, en el sentido que tr(B — B*) =minimo. Véase (1.6).

Ejemplo. Consideremos Q = {1,2,3,4,5} y la matriz de distancias (al
cuadrado):

1 2 3 4 )

110 226 104 34 101
2 0 26 104 29
3 0 26 9
4 0 41
) 0

Los valores propios de B son A\; = 130, Ay = 10, \3 = Ay = A5 = 0. Por
lo tanto A es matriz de distancias euclideas y €2 se puede representar en un
espacio de dimensién 2. Las coordenadas principales son las columnas X5, X5
de:

X1 Xgl
1] -8 —1 1
2 7 0 1
30 2 1 1
41 -3 2 1
50 2 =2 1
A 130 10 ©
| 0 0 1
2126 2 0

8.4. Similaridades

En ciertas aplicaciones, especialmente en Biologia y Psicologfa, en lugar
de una distancia, lo que se mide es el grado de similaridad entre cada par de
individuos.

Una similaridad s sobre un conjunto finito €2 es una aplicacién de 2 x €2
en R tal que:

s(i,1) > s(i,7) = s(j,4) > 0.
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La matriz de similaridades entre los elementos de ) es

S11 S12 S1n

S21 S22 Son
S =

Snl  Sn2 Snn

donde s;; = (3, j).

Supongamos que tenemos p variables binarias X, Xs,...X,,, donde cada
X; toma los valores 0 6 1. Para cada par de individuos (7, j) consideremos la
tabla

0
|1 b
0

O Q.

d

donde a, b, ¢, d las frecuencias de (1,1), (1,0), (0,1) y (0,0), respectivamente,
con p = a+ b+ ¢+ d. Un coeficiente de similaridad deberfa ser funcién de
a, b, c,d. Son conocidos los coeficientes de similaridad:

d
Sij = ot (Sokal-Michener)
p
(8.7)
P (Jaccard)
R +b+c

que verifican: s;; =1 > s;; = 55 > 0.
Podemos transformar una similaridad en distancia aplicando la férmula

42 = sii + 555 — 2s4. (8.8)
Entonces la matriz A = —(d;;)/2 es
A= _%(sf LS, 28),
donde Sy tiene todas sus filas iguales, y como HS; = S}H = 0, resulta que
B =HAH = HSH.
Por lo tanto:

1. Si S es matriz (semi)definida positiva, la distancia d;; es euclidea.
2. rango(HSH) = rango(S) — 1.

3. Las coordenadas principales se obtienen diagonalizando HSH.
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8.5. Nociones de MDS no métrico

Supongamos que la matriz de distancias A es no euclidea. Entonces la
matriz B (Teorema 8.2.1) tiene valores propios negativos:

)\12"'2)\p>0>>\p+12"‘2)\p1.

El fundamento del MDS no métrico es transformar las distancias d,; para
convertirlas en euclideas, pero conservando las relaciones de proximidad entre
los elementos del conjunto €.

Definicién 8.5.1 La preordenacion asociada a la matriz de distancias A es
la ordenacion de las m = n(n — 1)/2 distancias:

< i < oee <6,

igje tmJm*

(8.9)

6i1j1

La preordenacién es, de hecho, una propiedad asociada a 2, es decir,
podemos escribir

(ilyjl) j (iQan) j e j (imajm)a ('Lk>]k) € x Qa

donde

(i,7) 2 (I, 5) si by < by
Se trata de representar €2 en un espacio que conserve la preordenacién. Por
ejemplo, si consideramos las tres matrices de distancias sobre {A,B,C,D}:

A B C DA B CD|A B CD
o 1 2 30 1 1 10 1 1 1
0 0 1 0
0

1 1
0 0

wl@Nvs il
o =
oo
O ==

las preordenaciones se pueden representar en 1, 2 6 3 dimensiones (Figura
8.1), respectivamente.

Si transformamos la distancia d;; en gij = ¢(0;;), donde ¢ es una funcién
positiva creciente, es evidente que ¢;; tiene la misma preordenacién (8.9), y
por lo tanto, individuos prOXHnos (alejados) segun 0;; estardn también pré-

ximos (alejados) con respecto a 523 Si ademads (513 es euclidea, tendremos la
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Figura 8.1: Representacién de 4 objetos conservando las preordenaciones rela-
cionadas a tres matrices de distancias.

posibilidad de representar €2, aplicando, por ejemplo, un andlisis de coorde-
nadas principales sobre la distancia transformada, pero conservando (apro-
ximadamente) la preordenacién. En general, la funcién ¢ no es lineal, y se
obtiene por regresion monoétona. Hay dos casos especialmente simples.

Definicién 8.5.2 La transformacion g-aditiva de 0;; se define como
2 _ 82— 2a si i £ j
” 0 s§i1 =]
donde a < 0 es una constante. La transformacion aditiva se define como
5 dij+c sti# ]
Y10 st =]
donde ¢ > 0 es una constante.

Es evidente que las dos transformaciones aditiva y g-aditiva conservan
la preordenacién de la distancia. Probemos ahora que la primera puede dar
lugar a una distancia euclidea.

Teorema 8.5.1 Sea A una matriz de distancias no euclideas y sea Ay < 0 el
menor valor propio de B. Entonces la transformacion g-aditiva proporciona
una distancia euclidea para todo a tal que a < Ay .

Demost.: Sea A = (5”) la matriz de distancias transformadas. Las matrices
A By A B (ver Teorema 8.2.1) verifican

A=A—q(I-J), B=B—¢H.
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Sea v vector propio de B de valor propio A # 0. Entonces Hv = v y por lo
tanto N
Bv = (B—aH)v = (A — a)v.

Asi B tiene los mismos vectores propios que B, pero los valores propios son

AM—a>--2>2X N—a>0> 1 —a>--- > )\y —a,

que son no negativos si a < Ay, en cuyo caso B es semidefinida positiva. [J

La mejor transformacién g-aditiva es la que menos distorsiona la distancia
original. De acuerdo con este criterio, el mejor valor para la constante es
a = )\p/.

Las transformaciones aditiva y no lineal son mas complicadas y no las
incluimos en este texto. De hecho, los programas de MDS operan con trans-
formaciones no lineales, siguiendo criterios de minimizaciéon de una funcién
que mide la discrepancia entre la distancia original y la transformada. Por
ejemplo, el método de Kruskal consiste en:

1. Fijar una dimensién euclidea p.

2. Transformar la distancia 0;; en la “disparidad” d0;; = ¢(d;;), donde
¢ es una funcién mondtona creciente. Las disparidades conservan la
preordenacion de las distancias.

3. Ajustar una distancia euclidea d;; a las disparidades ;5\2-]- de manera que
minimice R
> (dij = 03)*.
i<j

4. Asociar a las distancias d;; una configuracién euclidea p-dimensional, y
representar los n objetos a partir de las coordenadas de la configuracion.

Para saber si la representacién obtenida refleja bien las distancias entre
los objetos, se calcula la cantidad

dicildij — 6i5)°
Zi<j d?j 7

denominada “stress”, que verifica 0 < S < 1, pero se expresa en forma de
porcentaje. La representacion es considerada buena si S no supera el 5 %.

S = (8.10)
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También es conveniente obtener el diagrama de Sheppard, que consiste en
representar los n(n — 1)/2 puntos (0;;,d;;). Si los puntos dibujan una curva
creciente, la representacién es buena, porque entonces se puede decir que
conserva bien la preordenacién (Figura 8.4).

8.6. Distancias estadisticas
En esta seccién discutiremos algunos modelos de distancias estadisticas.

8.6.1. Variables cuantitativas

Siendo x = (x1, %2, ...,%p),y = (Y1,Ya2, - - -, Yp) dos puntos de RP. La dis-
tancia de Minkowsky se define como

D 1/q
dy(x,y) = (Z |z — yi\q> ;
=1

Casos particulares de la distancia d, son:

1. Distancia “ciudad”:
p
di(x,y) =Y Jai i
i=1
2. Distancia euclidea:

d2 <X7 Y) =

3. Distancia “dominante”:

doo(%,y) = mdix {|z; — yil}

Tienen también interés en las aplicaciones, la distancia normalizada por
el rango R; de la variable ¢

1< |$z—?/z|
dGX7y:_ —7
=
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y, cuando los valores de las variables son positivos, la métrica de Canberra

1¢ ’%—yi|
de(x,y)==-) ———.
) P; Ty + Yi

(]
dg v deo son invariantes por cambios de escala.
Supongamos ahora dos poblaciones {21, {2y con vectores de medias p,,
y matrices de covarianzas X, 5. Cuando ¥; = 3y = X, la distancia de
Mahalanobis entre poblaciones es

M?(Q1,02) = (g — ) E 7 (1 — py)

Esta distancia, ya introducida previamente, es invariante por cambios de
escala y tiene en cuenta la correlacién entre las variables. Ademds, si M, M,
y M, indican las distancias basada en p, ¢, p+ ¢ variables, respectivamente,
se verifica:

a) M, < My.,.
b) Mz s M;—&—M qz si los dos grupos de p y ¢ variables son independientes.

No resulta fécil dar una definicién de distancia cuando 3; # ¥,. Una
definicién de compromiso es

(by — H2)/ [%(21 + 22)} - (kg — pp).

8.6.2. Variables binarias

Cuando todas las variables son binarias (toman solamente los valores 0
y 1), entonces conviene definir un coeficiente de similaridad (Seccién 8.4) y
aplicar (8.8) para obtener una distancia. Existen muchas maneras de definir
una similaridad s;; en funcién del peso que se quiera dar a los a, b, c, d.

Por ejemplo:

a
Sij = m (SOk&l—Sneath)
8.11
20 (Dice) .
A (a+b)(a+c) 1ee

Las similaridades definidas en (8.7) y (8.11) proporcionan distancias eu-
clideas.
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8.6.3. Variables categodricas

Supongamos que las observaciones pueden ser clasificadas en k cate-
gorias excluyentes Aj, ..., Ag, con probabilidades p = (p1,...,px), donde
22:1 pn = 1. Podemos definir distancias entre individuos y entre pobla-
ciones.

1. Entre individuos. Si dos individuos ¢, j tienen las categorias Ay, Ay,
respectivamente, una distancia (al cuadrado) entre i, j es:

2/ o\ 0 Sih:h/7
d(l’])_{p;Ierg/l sih#h.

Teniendo en cuenta la g-inversa C, =diag(p; ", ...,p,") de la matriz de
covarianzas, es facil ver que d?(7, 7) es una distancia tipo Mahalanobis.
Si hay varios conjuntos de variables categéricas, con un total de K
categorias o estados, un coeficiente de similaridad es o/ K (“matching
coefficient” ), donde « es el nimero de coincidencias.

2. Entre poblaciones. Si tenemos dos poblaciones representadas por

p:(pla'-'>pk)a q= (Q1,---an)7

dos distancias entre poblaciones son:

di(p,a) =230, (pi— a:)*/(pi + @),
dy(p,q) = arc (JOS(Z:f:1 VDili)-

La primera es la distancia (al cuadrado) de Bhattachariyya, y se justifica
considerando p y q como los vectores de medias de dos poblaciones multino-
miales con n = 1 (Seccién 2.7). Las g-inversas (Seccién 1.10) de las matrices
de covarianzas son

C, =diag(py",....p;"), C; =diag(g;",....q;").

Se obtiene d?(p,q) tomando el promedio de ambas matrices g-inversas y
aplicando la distancia de Mahalanobis.

La distancia dy(p,q) se justifica situando los puntos (\/p1,...,\/Pk) ¥
(V/@1, - - -, +/qx) sobre una hiperesfera de radio unidad y hallando la distancia
geodésica. Véase la distancia de Rao.
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8.6.4. Variables mixtas

En las aplicaciones a menudo los datos provienen de las observaciones
de p; variables cuantitativas, ps variables dicotémicas (dos estados: presente,
ausente) y ps variables categéricas o cualitativas (méds de dos estados). Un
coeficiente de similaridad (propuesto por Gower, 1971a) es

et (1= |zin — @] /Ry) +a +

Si5 = > 8.12
! p1+ (p2 — d) + ps (8.12)

donde R; es el rango de la variable cuantitativa X}, a y d son el nimero
de dobles presencias y dobles ausencias de las variables dicotémicas, y « es
el nimero de coincidencias entre las variables categéricas. Si solamente hay
variables dicotémicas o variables categdricas, s;; reduce la similaridad nor-
malizada por el rango, al coeficiente de Jaccard o al “matching coefficient”,
respectivamente:

1= =300 lon — ynl/By sip2=ps =0,

a/(a+b+c) sip1 =ps =0,

a/ps sip1 =p2 = 0.

Este coeficiente verifica 0 < s;; < 1, y aplicando (8.8) se obtiene una distancia
euclidea que ademads admite la posibilidad de datos faltantes.

8.6.5. Otras distancias

Existen muchos procedimientos para definir distancias, en funcién de los
datos y el problema experimental. Veamos dos.

Modelo de Thurstone

Supongamos que queremos ordenar n estimulos wy, . ..,w, (por ejemplo,
n productos comerciales)
Wi; 2 X W,

segun una escala de preferencias 6;, < --- <@, , donde los 6; son pardmetros.
Sea p;; la proporcién de individuos de la poblacién que prefieren w; sobre w;.

Un modelo es
1 (0% e,
pij = —% e dt
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Si més de la mitad de los individuos prefieren w; sobre w;, entonces 8; < 0;.
Asi:

a) p;; < 0,5 implica 0; > 6;,
b) pi;; = 0,5 implica 0; = 0;,
c) pij > 0,5 implica 6; < 6;.

La estimacién de los pardmetros a partir de las proporciones p;; es com-
plicada. Alternativamente, teniendo en cuenta que p;; + pj; = 1 podemos
definir la distancia entre estimulos

d(wi,w;) = |pi; — 0,5

y aplicar un MDS sobre la matriz (d(w;,w,)). La representacion de los esti-
mulos a lo largo de la primera dimensién nos proporciona una solucién a la
ordenacién de los estimulos.

Distancia de Rao

Sea Sy = {f(x,6),0 € ©} un modelo estadistico y z(6) = % log f(x, 0)
un vector columna. La matriz de informacién de Fisher F(0) es la matriz de
covarianzas de z. Sean 6,, 0, dos valores de los pardametros. Una distancia
tipo Mahalanobis serfa el valor esperado de

(2(0a) — 2(6,)) F(8) ' (2(8a) — 2(6%))-

Pero z depende de x y 6 varia entre 6,,0;,. Consideremos entonces a F(6)
como un tensor métrico sobre la variedad diferenciable Sy. La distancia de
Rao entre 6,, 8, es la distancia geodésica entre los puntos correspondientes de
Sp. La distancia de Rao es invariante por transformaciones de las variables y
de los parametros, generaliza la distancia de Mahalanobis y tiene aplicaciones
en estadistica matemaética. Veamos tres ejemplos.

1. Distribucién de Poisson: f(x,\) = e *A\"/x!, x = 0,1,2,.... La dis-
tancia entre dos valores A, A es:

Al M) = 2| VA = VA
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2. Distribucién multinomial. La distancia entre p = (p1,...,pr) ¥y 4 =

(q1,---,qx) es:
k

A(p,q) =arc COS(Z VDiGi)-

1=1

3. Distribucién normal. Si ¥ es fija, la distancia (al cuadrado) entre dos
vectores de medias es:

A2(Ql7 Qz) = (,Uq - H/z)/zfl(,uq - Nz)-

Finalmente, para un valor fijo de 8, podemos definir la distancia entre
dos observaciones x1,xy que dan z;(6) = % log f(x;,0),i = 1,2, como

(21(0) — 22(0)) F(8) ' (21(8) — 22()).

8.7. Ejemplos
Ejemplo 8.7.1 Herramientas prehistoricas.

Un arquedlogo encontré 5 herramientas cortantes A,B,C,D,E y una vez
examinadas, comprobé que estaban hechas de piedra, bronce y hierro, con-
forme a la siguiente matriz de incidencias:

Piedra Bronce Hierro

A 0 1 0
B 1 1 0
C 0 1 1
D 0 0 1
B 1 0 0

Utilizando la similaridad de Jaccard (8.7), obtenemos la matriz de similari-

dades:
A B C D E

A[1T 1/2 1/2 0 0
B 1 1/3 0 1/2
C 1 1/2 0
D 10
E

1
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0.67

.44

0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.4
-0.21

+
+

Figura 8.2: Representacién mediante andlisis de coordenadas principales de
5 herramientas prehistéricas. Se aprecia una ordenacién temporal.

Los resultados del anédlisis de coordenadas principales son:

A 0,0000 0,6841 —0,3446
B 0,4822 0,1787 0,2968
C —0,4822 0,1787 0,2968
D —0,6691 —0,5207 —0,1245
E 0,6691 —0,5207 —0,1245
valor propio 1,360 1,074 0,3258
porc. acum. 44 36 79,39 90,01

La representacion (Figura 8.2) explica el 80 % de la variabilidad geométri-
ca. Las herramientas quedan ordenadas segiin su antigiiedad: E es la mas
antigua (s6lo contiene piedra) y D la mds moderna (sélo contiene hierro).

Ejemplo 8.7.2 Drosophila.

Una distancia genética es una medida que cuantifica las proximidades
entre dos poblaciones a partir de las proporciones génicas. Por ejemplo, si
existen k£ ordenaciones cromosémicas que se presentan en las proporciones
(p1y- k), (@1, - -, qx). Sihay r cromosomas, una distancia adecuada es

1k
52 i — ail-
i=1
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Dro Dal Gro Fon Vie Zur HueBar For For Etn Fru The Sil Tra Cha Ora Aga Las
DROBA 0
DALKE 307 0
GRONI .152.276 0
FONTA .271.225.150 0
VIENA .260.370.187.195 0
ZURIC .235.300.112.120.128 0
HUELVA  .782.657.695.580.540.623 0
BARCE .615.465.529.412.469.445.259 0
FORNI .780.657.693.607.606.609.373.309 0
FORES .879.790.801.764.760.761.396.490.452 0
ETNA .941.846.873.813.818.817.414.524.451.177 0
FRUSK .560.505.470.442.342.391.577.460.501.681.696 0
THESS .668.545.592.514.434.500.502.392.363.590.630.315 0
SILIF .763.643.680.584.581.610.414.357.413.646.667.544.340 0
TRABZ .751.619.675.582.519.587.418.342.399.587.648.439.269.286 0
CHALU .709.489.636.548.531.549.595.489.514.635.649.444.408.574.438 0
ORANGE .947.867.864.782.837.795.573.574.568.519.535.782.733.696.698.760 0
AGADI .927.834.844.803.789.792.428.498.485.329.303.666.661.642.631.710.321 0
LASME .931.699.846.749.802.792.404.485.429.380.253.659.566.604.551.460.615.430 0

Tabla 8.1: Distancias genéticas respecto a las ordenaciones cromosémicas
entre 19 poblaciones de D. Suboscura.

Esta distancia genética fue propuesta por A. Prevosti. La Tabla 8.1 con-
tiene la s distancias entre n = 19 poblaciones de Drosophila Suboscura que
provienen de:

Droback, Dalkeith, Groningen, Fontaineblau, Viena, Zurich, Huelva,
Barcelona, Fornia, Foresta, Etna, Fruska-Gora, Thessaloniki, Silifke,
Trabzon, Chalus, Orangerie, Agadir y Las Mercedes.

Aplicando un MDS no métrico, se obtiene la representacién de las 19
poblaciones (Fig. 8.3), con un “stress” del 9%, que indica que la repre-
sentacion es aceptable. La Fig. 8.4 representa las distancias versus las dis-
paridades, indicando una buena preordenacion.
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Representacion MDS de distancias genéticas
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Figura 8.3: Representacion MDS de 19 poblaciones de D. Subobscura respecto
a las distancias genéticas entre ordenaciones cromosémicas.
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Figura 8.4: Representacién de las distancias genéticas vs las disparidades.
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BajCorDimMen Peq EnoInm Vol Alt Del Ele Fin Lar AncAng Est Gra Gru Pro Hue Den Pes Lig

Bajo

Corto
Diminuto 74
Menudo 29
Pequeno 70

Enorme 90
Inmenso 90
Voluminoso 89
Alto 80

Delgado 83
Elevado 84

Fino 84
Largo 84
Ancho 85

Angosto 82
Estrecho 81

Grande 87
Grueso 87
Profundo 82
Hueco 82
Denso 89
Pesado 90
Ligero 86

70
76
62
90
90
89
84
80
87
81
80
83
74
74
88
86
86
83
89
90
87

0

42
16
87
88
89
88
80
88
74
89
89
77
82
84
89
89
88
89
90
83

0 2.302.322.321.523.503.433.383.713.333.573.313.313.172.873.143.382.883.073.413.433.353.27
60 0 1.942.061.463.543.643.463.532.983.512.873.513.242.852.623.463.233.373.243.143.252.93

1.100.933.673.723.543.602.383.481.863.443.412.442.133.563.533.503.343.233.562.34
0 1.013.733.563.583.371.833.421.713.243.402.802.263.503.343.473.363.303.241.85
0 3.743.723.563.612.713.372.233.443.262.202.083.723.343.413.363.203.402.25

39
89
90
87
89
64
89
53
89
89
78
81
86
86
88
89
87
89
69

87
88
89
87
80
88
75
88
88
79
84
82
87
89
88
89
90
83

22
66
85
90
84
90
87
86
90
89
37
81
86
90
87
88
90

0 1.602.02:
0 2.723.612.453.602.942.35

63
83
90
84
90
85
84
89
90
49
86
86
90
86
88
90

87
89
86
89
85
76
88
89
62
64
83
88
7
75
90

0 0.370.971.913.431.963.471.922.473.433.410.902.722.643.432.942.313.43
p 32.103.402.282.183.563.461.142.702.41 3.
483.521.301.823.023.422.552.273.47

53.052.653.48

0 3.040.823.152.633.233.363.211.833.182.963.483.222.983.41
0 2.971.152.763.481.621.383.323.633.323.383.363.512.47
0 3.122.603.203.363.252.003.273.133.463.343.243.27
0 2.833.401.962.013.353.623.413.383.263.452.02
0 3.243.043.082.463.372.803.423.283.323.41
0 3.483.531.032.762.823.272.973.183.32
0 0.683.333.553.373.343.213.382.91
0 1.951.943.263.442.802.353.31
89 0 2.852.813.463.113.103.40
0 3.233.362.442.353.47

83
17
83
74
82
85
85
7
85
87
87
88
87
89

85
21
79
83
53
54
87
82
88
85
87
89
72

86
75
84
86
85
78
86
86
84
89
89
89

87
87
58
63
88
86
89
87
88
89
71

73
82
81
83
84
87
85
87
88
90

84
83
80
63
85
86
82
84
90

23
89
87
85
84
89
90
83

86 72
86 87
84 88
88 85

90 85
80 90

85
87
72
58
89

0 2.572.773.233.43
66 0 3.333.412.84
79 87 0 3.353.48
89 90 56 0 3.51
90 87 84 81 0

Tabla 8.2: Distancias entre 23 adjetivos del idioma castellano.

Ejemplo 8.7.3 Adjetivos.
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La Tabla 8.2 proporciona las distancias entre 23 adjetivos del castellano:

Bajo, Corto, Diminuto, Menudo, Pequeno, Enorme, Inmenso,
Voluminoso, Alto, Delgado, Elevado, Fino, Largo, Ancho, Angosto,
Estrecho, Grande, Grueso, Profundo, Hueco, Denso, Pesado, Ligero.

Las distancias se obtienen de dos maneras:

a) Cada distancia d;; es la media sobre 90 individuos que puntuaron la
disimilaridad entre cada par de adjetivos i, j, desde 0 (muy parecido)
hasta 4 (totalmente diferente). Se indica en la mitad superior derecha

de la tabla.

b) Los 90 individuos agrupaban los adjetivos en grupos. Cada similaridad
si; es el nimero de veces que los adjetivos i, j estaban en el mismo
grupo y la distancia es 90 — s;;. Se indica en la mitad inferior izquierda
de la tabla.

Aplicamos MDS no métrico sobre la matriz de distancias (mitad superior)
con el fin de encontrar las dimensiones seménticas que ordenen los adjetivos.
Los pasos del método son:
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ADJETIVOS
Configuratdn, dimension 1 vs. dimension 2
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Figura 8.5: Representacién MDS de 23 adjetivos teniendo en cuenta sus dife-

rencias seméanticas.

monétona.

Se calcula la medida de “stress” (8.10).

las relaciones de monotonia.

La distancia original d;; se ajusta a una disparidad d;; por regresién

Fijada una dimensién, se aproxima d;; a una distancia euclidea d;;.

Se representan las n(n — 1)/2 distancias d;; vs las cz-j, para visualizar

La configuracién en 2 dimensiones (Figura 8.5) es la mejor aproximacién
en dimension 2 a las distancias originales (con transformacién monétona), en
el sentido de que minimiza el “stress”. En este caso el “stress” es del 19 %.

Se aprecian diversos gradientes de valoracién de los adjetivos:

1. Diminuto«— Enorme.

2. Bajo-Corto<—— Alto-Largo.
3. Delgado«— Grueso.

4. Ligero<——— Pesado.

5

Hueco (constituye un adjetivo diferenciado).
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Distancia wvs. Disparidad
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Disparidad
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Figura 8.6: Relacién entre las distancias originales y las disparidades, indi-
cando que se conserva bien la preordenacion de las distancias.

La representacién en el estudio original (Manzano y Costermans, 1976)
considera 6 dimensiones, que se representan separadamente, con un stress del
5 %, pero la interpretacién no es diferente. Para esta representacion se obtiene
el gréfico de la Figura 8.5. Como indica la Figura 8.6, la preordenacién de
las distancias queda bastante bien preservada.

Para otros ejemplos, constltese Baillo y Grané (2008).

8.8. Complementos

En un plano teérico, el MDS comienza con el teorema de 1. J. Schoenberg
acerca de la posibilidad de construir las coordenadas de un conjunto de puntos
dadas sus distancias. A nivel aplicado, es de destacar a W. S. Torgerson, que
en 1957 aplica el MDS a la psicologia, y Gower (1966), que prueba su relacién
con el Anélisis de Componentes Principales y el Canénico de Poblaciones,
abriendo un fructifero campo de aplicacién en la biologia.

El MDS no métrico es debido a R. N. Shepard, que en 1962 introdujo el
concepto de preordenacién, y J. B. Kruskal, que en 1964 propuso algoritmos
efectivos que permitian encontrar soluciones. La transformaciéon g-aditiva fue
estudiada por J. C. Lingoes y K. V. Mardia. Diversos autores estudiaron la
transformacion aditiva, hasta que Cailliez (1983) encontré la solucién defi-
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nitiva. Véase Cox y Cox (1994).

Existen diferentes modelos para tratar el problema de la representacién
cuando actian diferentes matrices de distancias. Un modelo, propuesto por J.
D. Carroll, es el INDSCAL. Un modelo relativamente reciente, propuesto por
Cuadras y Fortiana (1998) y Cuadras (1998), es el “related metric scaling”.
Véase también Albarran et al. (2015).

De la misma manera que se hace regresién sobre componentes princi-
pales, se puede hacer también regresiéon de una variable dependiente Y sobre
las dimensiones principales obtenidas aplicando MDS sobre una matriz de
distancias entre las observaciones. Este modelo de regresién basado en dis-
tancias permite plantear la regresién con variables mixtas y la reresién no
lineal. Consultar Cuadras (1989), Cuadras y Arenas (1990), Cuadras et al.
(1996), Boj et al. (2010), Cuadras y Salvo (2018a).

Una versién del MDS, denominada “continuous scaling”, permite encon-
trar las coordenadas principales de una variable aleatoria. Consultar Cuadras
y Fortiana (1993a,1995), Cuadras y Lahlou (2000), Cuadras (2014).

P. C. Mahalanobis y C. R. Rao propusieron sus distancias en 1936 y 1945,
respectivamente. Posteriormente Amari, Atkinson, Burbea, Dawid, Mitchell,
Oller y otros estudiaron la distancia de Rao. Consultar Oller (1987), Oller y
Cuadras (1985), Cuadras (1988).



Capitulo 9

ANALISIS DE
CORRESPONDENCIAS

9.1. Introduccion

El Anélisis de Correspondencias (AC) es una técnica multivariante que
permite representar las categorias de las filas y columnas de una tabla de
contingencia.

Supongamos que tenemos dos variables categéricas Ay B con [ y J cate-
gorfas respectivamente, y que han sido observadas cruzando las I categorias
A con las J categorfas B, obteniendon =), i fi; observaciones, donde f;; es
el nimero de veces en que aparece la interseccién A;NB;, dando lugar a la
tabla de contingencia [ x J :

B, By --- By
Al fu fe o fur | f
Ag | for foo -+ far | fa

(9.1)

AI fn :f12 .'fIJ f.1~
fi f2 o fu o n

donde fi. = >, fi; es la frecuencia marginal de A;, f; = >, fi; es la fre-
cuencia marginal de B;. Debemos tener en cuenta que, en realidad, la tabla

161
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(9.1) resume la matriz de datos inicial, que tipicamente es de la forma:

CAPITULO 9. ANALISIS DE CORRESPONDENCIAS

Al AQ A[ Bl B2 BJ
111 0 0 1 0 0
11 0 0 1 0 1 0
n|{ 0 O 110 O 1

en la que damos el valor 1 cuando se presenta una caracterfstica y 0 cuando
no se presenta. Asi, el individuo “1” presentaria las caracteristicas A; y By,
el individuo “i” presentaria las caracteristicas A; y Bo, y el individuo “n” las
caracterfsticas A; y B;. La matriz de datos n x (I + J) es pues

7 = [X,Y].

A partir de ahora utilizaremos el nombre de variables filas y variables
columnas a las variables A y B, respectivamente.

Indiquemos por N = (f;;) la matriz I x J con las frecuencias de la tabla
de contingencia y por 1; el vector de unos de dimensién k. La matriz

P = 1IN,
n

es la matriz de correspondencias. Indiquemos por r el vector I x 1 con los
totales marginales de las filas de P, y por c el vector J x 1 con los totales
marginales de las columnas de P :

I‘:P].J, C:P/].[.

Tenemos entonces que

r=1X'1,, c=:Y1,,

“n
son los vectores de medias de las matrices de datos X, Y. Indiquemos ademas

D, = diag<r)7 D, = diag((:)a

las matrices diagonales que contienen los valores marginales de filas y colum-
nas de P. Se verifica

X'X =nD,, Y'Y =nD, XY=nP=N.
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Por lo tanto, las matrices de covarianzas entre filas, entre columnas y entre
filas y columnas, son

Sll = DT - I'I'/, 822 = Dc - CC/, 812 =P - I'C/.

Puesto que la suma de las variables es igual a 1, las matrices S;; y Sao son
singulares.

9.2. Cuantificaciéon de las variables categori-
cas

El problema de las variables categéricas, para que puedan ser manejadas
en términos de AM clésico, es que no son cuantitativas. La cuantificacién 0
6 1 anterior es convencional. Asignemos pues a las categorfas Ay,... ,A; de
la variable fila, los valores numéricos ay, ..., ar, y a las categorias By, ... ,B;
de la variable columna, los valores numéricos by, ..., by, es decir, indiquemos

los vectores
a=(ay,...,a;), b=(by,...,by),

y consideremos las variables compuestas
U=Xa, V =Yb.

Si en un individuo k se observan las categorfas A;,B;, entonces los valores de
U,V sobre k son
Up=a;, Vi="0j.

Deseamos encontrar a,b tales que las correlaciones entre U y V' sean
maximas. Claramente, estamos ante un problema de correlacién canénica,
salvo que ahora las matrices S1; y Soz son singulares. Una g-inversa (Seccién
1.10) de Sy; es la matriz S;; = D! que verifica

S1151:S11 = Sq1.
En efecto,

(D, —rr)D (D, —rr’) = (D, —rr')(I—1r)
=D,-D,1r' —rr'+rr'1r’
=D,—rr'—rr'4rr’

=D,—rr'.

r
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Anélogamente S;, = D_'. Aplicando la teorfa de la correlacién canénica
(Seccién 4.3), podemos considerar la descomposicién singular

D, (P —rc)D.Y? = UD,V’, (9.2)

donde Dy es la matriz diagonal con los valores singulares en orden decreciente.
Si uy, vy son los primeros vectores canénicos, tendremos entonces

—1/2 ~1/2
—1/2 —1/2 q-1/2 ~1/2 . . .
donde S11/ —- D,V , S22/ — D.'?. Es decir, el primer valor singular
es la méxima correlacién entre las variables U y V. Pero pueden haber mas
vectores y correlaciones candnicas, y por lo tanto la solucién general es

az-:D;l/Qui, bi:Dc_l/Qvi, Ty = Si, 1= 1,...,min{], J}

En notacién matricial, los vectores que cuantifican las categorias de las filas
y de las columnas de N, son las columnas de las matrices

Ay =D U, B,=D;Y?*V.
También obtenemos correlaciones méaximas considerando las matrices
A =D;'?UD,, B=D,'?VD,, (9.3)

pues el producto por una constante (en este caso un valor singular), no altera
las correlaciones.

9.3. Representacion de filas y columnas

Los perfiles de las filas son

piu P2 Pu

T‘Z Y T‘Z Y ) T‘Z Y
es decir, las “probabilidades condicionadas” P(B;/A;),..., P(B;/A;). Lama-
triz de perfiles de las filas es

Q=D 'P.
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Definicién 9.3.1 La distancia ji-cuadrado entre las filas 1,7 de N es

2 _ o (Pig/ri = pos/rie)?
0% = ; . .
La matriz de productos escalares asociada a esta distancia es
G =QD;'qQ,
y la relacién entre A® = (6%,) y G es
A® =gl +1g' — 2G,

siendo g el vector columna con los I elementos diagonales de G y 1 el vector
columna con [ unos.

La solucién MDS ponderada de las filas de N (Seccién 9.9) se obtiene
calculando la diagonalizacién

D!*(I - 1r')G(I — r1")D}? = UD2U/,
y seguidamente obteniendo las coordenadas principales
A = D ?UD,. (9.4)

Las distancias euclideas entre las filas de A coinciden con las distancias ji-
cuadrado.

Relacionemos ahora estas coordenadas con las cuantificaciones anteriores.
De (9.2) tenemos

D '2(P —rd)D. ' (P'—cr')D; '’= UD?U',
y de
D}*(D,'P - 1¢)D_ ' (P'D;'—c1)D*= D}*(Q - 1r'Q)D_ /(Q'-Q’r1)D,”*,
deducimos que

D!*(1-1r')QD.'Q'(I — r1')D}?= UD?U".

Esta tltima expresiéon demuestra que las matrices A obtenidas en (9.3) y
(9.4) son la misma.
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Nétese que la distancia ji-cuadrado (5% es una distancia tipo Mahalanobis,
pues si interpretamos las I filas de Q = D, 'P (perfiles de las filas), como
vectores de observaciones de dimensién J que provienen de una multinomial
con vector de probabilidades ¢, la matriz de covarianzas es D, — cc’ y una g-
inversa es D! véase (2.12). Centrando los perfiles tenemos Q = (I — 11')Q,
siendo entonces QDc’lQ, la matriz de productos internos en el espacio de
Mahalanobis, que convertimos en un espacio euclideo mediante QDJIQ/ =
AA’. Compédrese con (7.2).

Anédlogamente podemos definir la distancia ji-cuadrado entre columnas

I 2
s~ (pig/ej — pigr/cyr)
S

i

i=1
y probar que las distancias euclideas entre las filas de la matriz B obtenidas
en (9.3), coinciden con esta distancia ji-cuadrado. Es decir, si centramos los
perfiles de las columnas C= (I — 1¢/)D 'P’, entonces CD; I'C' = BB.
Asi pues, considerando las dos primeras coordenadas principales:

Filas Columnas
A1 (an; (l12) B, (5117 b12)
Az (azl, azz) B, (5217 522)

A (alla al2) B, (bJ17 bJQ)

obtenemos una representacién de las filas y columnas de la matriz de fre-
cuencias N. Esta representacién es 6ptima en el sentido de que aproximamos
una matriz por otra de rango inferior, véase (1.5).

9.4. Representacion conjunta

Las coordenadas A y las coordenadas B, que representan las filas y las
columnas, estan relacionadas. Premultiplicando (9.2) por D, 1/2 y postmul-
tiplicando por V obtenemos

D (P — rc)D;"?V = D;'/2UD,,

luego
D (P —rc)BD;'= A.

r
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Andlogamente se prueba que

D.!(P'—cr')AD, '= B.

c

Si ahora tenemos en cuenta que r'D'= 1’, premultiplicando por r’
1'(P —rc)BD;'=rA.

Como ademds 1’P = ¢/, 1'r = 1, vemos fcilmente que
(¢ —c)BD,'=1'A =0.

Anslogamente, ¢'B = 0, es decir, las medias ponderadas de las coordenadas
principales son cero. En consecuencia

A =D,;'PBD,!, B=D_'P’AD". (9.5)

Conviene notar que D" P son los perfiles de las filas, y D *P’ son los perfiles
de las columnas. Asi pues tenemos que, salvo el factor dilatador D;l, (pues
los elementos diagonales de D, son menores que 1), se verifica:

1. Las coordenadas de las filas son las medias, ponderadas por los perfiles
de las filas, de las coordenadas de las columnas.

2. Las coordenadas de las columnas son las medias, ponderadas por los
perfiles de las columnas, de las coordenadas de las filas.

Por ejemplo, la primera coordenada principal de las filas verifica:

Gﬂ:—(bn&—i‘bgl}ﬁ—i‘“'—'—b]l&), 221,...,[,
A T Tq T;

y la primera coordenada principal de las columnas verifica

1 4 . . ‘
)\1 Cj Cj Cj
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Edad

Producto || Joven Mediana Mayor ‘ Total
A 70 0 0 70

B 45 45 0 90

C 30 30 30 90

D 0 80 20 100

E 35 5 10 50
Total 180 160 60 400

Tabla 9.1: Clasificacién de 400 clientes segiin edades y productos adquiridos
en un supermercado.

La Tabla 9.1 contiene unos datos artificiales, que clasifican 400 clientes
segin la edad (joven, mediana, mayor) y los productos que compran en un
supermercado. Los célculos son:

0,175 0,000 0,000 0,175
0,1125 0,1125 0,000 0,225 0,45
P=| 0,07 0075 0075 |, r=] 0225 |, c=| 040
0,000 0,200 0,050 0,250 0,15
0,0875 0,0125 0,025 0,125
La matriz de perfiles de las filas y las coordenadas principales son:
1,00 0,00 0,00 1,10 —0,12
0,50 0,50 0,00 0,06 —0,42 0,75 —0,04
Q=1 033 033 033 |, A=| —-0,18 048 |, B=| —0,68 —0,24
0,00 0,80 0,20 —-0,92 —-0,12 —0,45 0,76
0,70 0,10 0,20 0,54 0,30

Los valores singulares son: \; = 0,6847, Ao = 0,3311. La primera coor-
denada principal de las filas Aq, ... ,A5 verifica:

1,10 =0,684771(0,75 x 1+ 0+0)

0,05 =0,6847"1(0,75 % 0,5— 0,68 x 0,5+ 0)
—0,18 =0,684771(0,75 % 0,33 — 0,68 x 0,33 — 0,45 x 0, 33)
—0,92 =0,6847"1(0 — 0,68 x 0,8 — 0,452 x 0,2)

0,54 =0,684771(0,752 x 0,7 — 0,68 x 0,1 — 0,45 x 0,2)

Las coordenadas de las marcas A, B, C, D, E son medias de las coordenadas
de las tres edades, ponderadas por la incidencia del producto en la edad.
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Figura 9.1: Representacién asimétrica (izquierda, filas en coordenadas estén-
dar y columnas en coordenadas principales) y simétrica (derecha) de las filas
(productos) y columnas (edades) de la Tabla 9.1.

9.5. Soluciones simétrica y asimétrica

La representacion de filas y columnas utilizando las coordenadas princi-
pales A B es la solucién simétrica. La representaciéon conjunta es posible
gracias a las férmulas (9.5). La representacién utilizando las matrices

A =D;'?UD,, By,=D."?V,

es decir, coordenadas principales para las filas y coordenadas estdndar para
las columnas, es la llamada solucién asimétrica. Esta solucién verifica

P —rc'=D,AB|D,,
y por lo tanto A, B, reproducen mejor la dependencia entre filas y columnas.

Ejemplo 9.5.1 Colores cabello y ojos.

La Tabla 9.2 relaciona los colores de los cabellos y de los ojos de 5,383
individuos.




170 CAPITULO 9. ANALISIS DE CORRESPONDENCIAS
Color cabellos

Color ojos || Rubio Rojo Castano Oscuro Negro ‘ Total
CLARO 688 116 584 188 4 1,580
AZUL 326 38 241 110 3 718
CASTANO 343 84 909 412 26 1,774
OSCURO 98 48 403 681 81 1,311

Total 1,455 286 2,137 1,391 114 | 5,383

Tabla 9.2: Clasificacién de 5383 individuos segtin el color de los ojos y del
cabello.

Las coordenadas principales son:

Filas Columnas

0,4400 —0,0872 0,5437 —0,1722

0,2324 —0,0477
0,3996 —0,1647

A= B=| 00402 0,2079
—0,0361  0,2437

—0,7002 —0,1345 —0,5891 —0,1070

’ ’ ~1,0784 —0,2743

Los valores singulares son: A\ = 0,4449, Ao = 0,1727, A\3 = 0,0292. De
acuerdo con (9.6), la variabilidad explicada por las dos primeras dimensiones
principales es P, = 86,8 %. La Figura 9.2 proporciona las representaciones
simétrica y asimétrica.

9.6. Variabilidad geométrica (inercia)

Vamos a probar que
K
X =n) A,
k=1
siendo K = min{I, J} y

(fij = fif3/n)?
R
el estadistico ji-cuadrado con (I — 1)(J — 1) g.l. que permite decidir si hay

independencia entre filas y columnas de N. Es decir, la ji-cuadrado es n veces
la suma de los valores propios del AC.

X=ny,

I J
i=1 j=
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Figura 9.2: Representacién asimétrica (izquierda) y simétrica (derecha) de
los datos de los colores de ojos y cabellos.

El coeficiente ¢* de Pearson se define como

I J 2
_E:E:pw ric;)? _ X
i=1 j=1 TiCj n
Es f4cil probar que también podemos expresar
I J 2
& = Z Z Pij _
im1 j=1 ' iC

La variabilidad geométrica ponderada de la distancia ji-cuadrado entre
filas es
1T
SO P
i=1 i'=1
Proposicién 9.6.1 V; = ¢°.

Demost.:

TiCj Ty Cj

J ) ;
52, = E (pij/ri — pi']’/”’) Pij Py \2
it p (_ )

j=1 J j=1
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Por lo tanto

2 : 2 : § : pz Dirj
, J )QCjTi/
TiCj Ty Cj

i=1 ¢'=1 j=1
Si desarrollamos por un lado
I I J vz I I J Py
PG i .
D it D=1 Zj:l i r2c? CiTit =D iy D=1 Z] 1 7ic; 1
= Zz 1 Z] 1 ”'zC]

y por otro lado, dado que Zleplj = ¢j,

S S S rirgiery = Y, Y, Y M
_Zz 123 1plgjcj - ’

2
es decir, vemos que Vs = (a +a — 2)/2, siendo v = 3, . 24, n

%) TiCj
Proposicién 9.6.2 ¢° = Zle A

Demost.: Sea
W =D;Y}P —rd)D,'/*= UD,V".
Entonces

¢* =tr(WW') = tr(UD3U’) = tr(D3?). O

Proposicion 9.6.3 La variabilidad geométrica utilizando sdlo las primeras
m coordenadas principales es

Vs(m) =Y A%
k=1

Demost.: Supongamos m = K. Podemos escribir la matriz de distancias entre

filas como
A® = al’+1a’ — 2AA’,

siendo a el vector columna que contiene los elementos de la diagonal de AA’.
Entonces

Vs = %r'A(Q)r =r'al’r + r'1a’r — 2r'AA'r =r'a.
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Pero
r'a = tr(DY?AA'D}/?) = tr(UD?U’) = tr(D3).

Lo hemos probado para m = K, pero facilmente vemos que la férmula tam-
bién vale para m < K. O

Asi pues, en la representaciéon por AC de las filas y columnas de N en
dimensién m, el porcentaje de variabilidad geométrica o inercia viene dado

por
i1
k=1"k

(9.6)

9.7. Analisis de Correspondencias Miiltiples

El AC combina y representa dos variables categéricas. Pero se puede adap-
tar para estudiar méas de dos variables. Presentemos primero el procedimiento
para dos variables, que después generalizaremos.

Escribimos la matriz n x (I 4+ J) de datos binarios como una matriz
n X (J 1+ JQ)

Z=1[72,17,).

Entonces tenemos que
7\7, 7\Z D. P
_glg _ 141 Lpb2 | T
B“_ZZ_{ZQZ1 z;zJ_”[ P D, ]

La matriz de frecuencias, donde F y C contienen las marginales de filas y
columnas,

F N
es la llamada matriz de Burt. A continuacién podemos realizar tres andlisis
de correspondencias diferentes sobre las siguientes matrices:

a) N. b) Z=1[7Z,,Z,). c) B,.

El andlisis a) lo hemos visto en las secciones anteriores. El resultado es
una representacién de filas y columnas de N.

El andlisis b) es sobre [Z,,Z,|, considerada una matriz binaria con n
filas y J; + J columnas. AC nos daria una representacién de las J; + Jo
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columnas, que es la interesante, y también de los n individuos, pero esta
segunda representacion es innecesaria.

El anélisis c) es sobre B, que es la matriz simétrica de orden (.J; + Js) X
(J1 + J3). Tendremos una representacién idéntica por columnas y por filas.

En los tres casos vemos que podemos representar las filas y columnas de
N. Es posible demostrar que los tres andlisis son equivalentes en el sentido de
que proporcionan la misma representacion, variando sélo los valores propios.
Todo esto se describe en el cuadro que sigue.

Tabla Dimension Coordenadas Valor propio

o A (filas)

N=172, SixJa B (columnas) A
A ] 1+vVA

7 = [Zl’ ZQ] n X (Jl + Jg) B 5
B =77 J J. [ A ] 1+v2)\2

uw = (J1+ J2) x (J1 + J2) B (=2=)

Consideremos a continuacion () variables categéricas con Ji, ..., Jg esta-

dos, respectivamente, sobre n individuos. Sea J = J; + - -+ Jg. La tabla de
datos, de orden n x J es la super-matriz de indicadores

Z =121, ... 2. .., %),

J?

donde Z; es n x J; y contiene los datos binarios de la variable j. La tabla de
contingencia que tabula la combinacién de las variables 7, j es N;; = Z!Z;.
La matriz de Burt, de orden J x J es

7.7, Z,Z, --- Z,Zg
b gy | BTa ZiZs o ZiZg
ZpZy ZhZo -+ ZpZq

donde las matrices Z’Z; son diagonales.

El Andlisis de Correspondencias Miiltiples intenta representar los J =
Ji4- - -+ Jg estados de las () variables categéricas. Como en el caso () = 2, lo
podemos llevar a cabo aplicando un AC simple sobre las matrices siguientes:

a) Z. b) B,
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En el caso a) representamos las J columnas e ignoramos las n filas (in-
dividuos). En el caso b) tenemos una tabla de frecuencias J x J simétrica
y podemos representar las filas (=columnas) aplicando AC simple. Los dos
procedimientos son equivalentes, salvo que se cumple la relacién

A = ()

entre los valores propios /\kB obtenidos a partir de la matriz de Burt y los /\f
que surgen del andlisis sobre Z. Las inercias correspondientes son:

1
O’B.) =T N = 5D "W+ (- Q)
¢ i#]
*(Z) =N =51
siendo ¢ (N;;) lainercia para la tabla IV;;, véase Seccién 9.6. Asf pues podemos

constatar que AC puede servir también para representar més de dos variables
categdricas.

9.8. Ejemplos
Ejemplo 9.8.1 Votaciones.

La Tabla 9.3 contiene las frecuencias con la clasificacién cruzada de 1257
individuos segin Edad (E), Sexo (S), intencién de Voto (V) y Clase social
(C). Tenemos Q = 4,J = 12,J; = 5,J5 = 2,J3 = 3,J; = 2. Los datos
iniciales (matriz Z, solo mostramos 5 individuos) son de la forma:

Edad Votacion Clase Sexo
>73 51-73 41-50 26-40 <26 | Izq Der | Alt Med Obr | H M
0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0
0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1
0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0
1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1
0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0
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Hombres Mujeres
Edad Derecha Izquierda Derecha Izquierda
Clase alta
>73 4 0 10 0
51-73 27 8 26 9
41-50 27 4 25 9
26-40 17 12 28 9
<26 7 6 7 3
Clase media
>73 8 4 9 2
51-73 21 13 33 8
41-50 27 12 29 4
26-40 14 15 17 13
<26 9 9 13 7
Clase obrera
>73 8 15 17 4
51-73 35 62 52 53
41-50 29 75 32 70
26-40 32 66 36 67
<26 14 34 18 33
8 0 0 0 0 56 25 14 23 44 39 42 ]
0 347 O 0 0 194 153 70 75 202 166 181
0 0 343 O 0 169 174 65 72 206 174 169
0 0 0 326 0 144 182 66 59 201 156 170

0 0 0 0 160 68 92 23 38 99 79 81
56 194 169 144 68 631 0 178 180 273 279 352
25 153 174 182 92 0 626 60 87 479 335 291
14 70 65 66 23 178 60 238 O 0 112 126
23 7 72 59 38 180 87 0 267 0 132 135
44 202 206 201 99 273 479 O 0 752 370 382
39 166 174 156 79 279 335 112 132 370 614 O

42 181 169 170 81 352 291 126 135 382 O 643

Tabla 9.3: Tabla de frecuencias combinando 1257 individuos segin edad, sexo,
clase social y voto (arriba) y la correspondiente tabla de Burt (abajo).
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Correspondencias Multiples
Analisis sobre Tabla de Burt (12 Filas x 12 Columnas}

-

o

ad

2

E 15+ Edag}TS

= Clase:Media Edad:<26
£ ° "

ow

S 10}

i

E 0.5

rg? ; Hombre

S , Edad:41-50 PRESIEn
8 pol e Lames = Clase: 81243
a2 Edad:51-73 ©
a O,

= Mujer

g 0.5

i Edad:26-40

o™ Q

5 10 Clase-Alta

L [s)

=

@«

E

B s

14 12 10 08 06 04 02 00 02 04 06 08 10 12
Dimension 1; Valor propio: 0,34958 (17,48% de la Inercia)

Figura 9.3: Representacién por andlisis de correspondencias miltiples de los
datos de la Tabla 9.3.

La Tabla 9.3 también contiene la tabla de Burt. Obsérvese que es simétri-
ca. E1 AC simple sobre esta tabla nos permite representar las 4 variables
categdricas sobre el mismo gréfico, véase la Figura 9.3.

Ejemplo 9.8.2 Titanic.

La Tabla 14.1 (Capitulo 14), contiene las frecuencias de supervivencia
(SI, NO), clasificadas por género (G), supervivencia (S), edad (E) y clase (C,
primera 1, segunda 2, tercera 3 y tripulacién T), del hundimiento del vapor
“Titanic”. Ahora Q =4,J =10, J; =2, J, =2,J3 =2, J, = 4. La Figura 9.4
representa esta combinacion de datos categéricos. Los hombres adultos, la
tripulacién y la tercera clase estdn mas cerca de NO, mientras que mujeres,
nifios y primera clase estdn mds cerca de SI. Véase también el Ejemplo 14.5.1.
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Correspondencias Maltiples

Analisis sobre la Tabla de Burt (10 Filas x 10 Columnas)
3.5 .

301l Nigos
25 ¢
20 ¢
1.5

Clase3
10 | 2

051 Sobrevive: Clase:2 _
NO o MUJgres

00| -
=}
_ OMDIES adtlitos f
. B Sobrevive:
Tripulacion

-1.0

Dimension 2; Autovalor : 0,30504 (20,34% de |a Inercia)

45t Clase1

20 : : : : -
1.0 0.5 0.0 0.5 1,0 15 2,0

Dimension 1; Autovalor: 0,44508 (20.67% de |a Inercia)

Figura 9.4: Representacién por andlisis de correspondencias miltiples de los
datos de supervivencia del "Titanic".

9.9. MDS ponderado

En esta seccién introducimos una variante del Analisis de Coordenadas
Principales.

Definicién 9.9.1 Sea A, = (0;;) una matriz de distancias g x g, w =
(w1, ..., w,) un vector de pesos tal que

9
W/].:Z'wi:l, wle,
i=1

y consideremos la matriz diagonal D,, =diag(w). La solucion MDS ponderada
de A, es la matriz
X =D, '/?UA,
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siendo
DY/A(I,—1w')(—1A®)(I,—w1)D}/*= UA’U, (9.7)
una descomposicion espectral, donde A* = diag()\?, ..., )\12)) contiene los va-

lores propios y Ag(]2) = (512])

Definicién 9.9.2 La variabilidad geométrica ponderada de A, es

g
V(;:% Z wiéfjwj = LW A®w,

2 g
1,7=1

Las coordenadas principales son las filas de X. Escribiendo
X == [Xl,XQ, e ,Xp],

podemos interpretar las columnas de X como variables. Observemos que se
verifica
(I,—1w')(—3AP) (I,—w1') = XX, (9.8)

2

Propiedades:

1. Las variables X (columnas de X) tienen medias ponderadas iguales a
cero:
Yk = W/Xk = 0.

Demost.:

w(I,—1w') = w'—w'= 0 = w'XX'w = 0 = w'X = 0.

2. Las varianzas ponderadas de las variables X son iguales a los valores
propios:
2 2 _
s =X, k=1,...,p.

Demost.: Si la media de zi,...,2, es 0, la varianza ponderada es
S~ w;x?, es decir,

si = D2X1 XDy 2= (UpA) (MU) = AL,

donde )\i es el valor propio de vector propio unitario Uy.
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3. Las variables (columnas de X) estdn incorrelacionadas

COI‘(Xk,Xk/) :0, k%klzl,...,p.
Demost.: Puesto que las medias son nulas la covarianza ponderada es
COV(Xk,Xk/) = D}U/2X;€Xk/D:U/2 = )\iU];Uk/ = 0,

ya que los vectores propios son ortogonales.

. La variabilidad geométrica ponderada de A, es

P
Ve=) AL
k=1
Demost.: Expresemos la matriz de distancias al cuadrado como
AP = 1d'+d1’ - 2XX/,

siendo d un vector g x 1 con los elementos diagonales de XX'. Por una
parte
: ’Ag(f)w =wild'w — wXX'w = d'w.

Por otra parte

d'w =tr(D/’XX'DY/?) =tr(UA*U’") =tr(A?).

Si tomamos las ¢ primeras coordenadas principales de X, la variabilidad
geométrica ponderada es:

q
Vis(q)= Z A
k=1

Estudiemos ahora la relacién entre el Anédlisis de Coordenadas Principales

ordinario (Capitulo 8) y el ponderado. Supongamos que podemos expresar
el vector de pesos como

g
1
W:ﬁ(nl,ng,...,ng), n = g n;,
=1
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donde n; son enteros positivos y el peso w; es igual (o muy préximo ) a n;/n.
Indiquemos por M la matriz n X g que contiene n; filas (0,...,1,...,0). Por
ejemplo, si g =3 y n; = 2,n9 = 3,n3 = 1, entonces

OO OO ==
O R Rk~ OO
_ 0 O O OO

Si ahora suponemos que en vez de g objetos tenemos n objetos, pero
el primer objeto estd repetido n; veces, el segundo objeto ns veces, etc.,
entonces la matriz de distancias es

A, = MAM/, (9.9)
y el andlisis no ponderado sobre la matriz A,, es
(I,—111)(-1A®)(1,~111") = UD3U'= YY/, (9.10)

siendo U la matriz n x p de los vectores propios. La solucién no ponderada

es _
Y =UD,.

Teorema 9.9.1 La solucion no ponderada Y sobre A, coincide con la solu-
cion ponderada X sobre A,4, en el sentido de que obtenemos Y repitiendo
ni,...,ny veces las filas de X.

Demost.: De (9.9) podemos expresar la solucién no ponderada (9.10) como
(I, — 211 )M(-31AP)M'(I, — 111) = YY"

Se verifica
(I, — f11)M = M(1, — 1,w').

Por lo tanto, de (9.8) tenemos

M(I, — 1w')(—3AP)(I, — w1 )M' = MXX'M,

!Tomando n suficientemente grande, podemos aproximarlo tanto como queramos.
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que demuestra que Y = MX. O
En otras palabras, las coordenadas principales no ponderadas Y son el
resultado de repetir nq, ..., n, veces las coordenadas X. La relacién entre los

valores singulares es B
)\k:g/\ka k‘zl,p

Por ejemplo, si g =3 y ny = 2,ny = 3,n3 = 1, obtenemos

T11 12

T11 T2
T11 T12 T T

21 22

X = Ta1 T22 . Y =

X1 22
xr31 T32

To21 22

T31 T32

9.10. Complementos

El Anélisis de Correspondencias (AC) tiene una larga historia que se inicia
en 1935 (H.O. Hirschfeld, R.A. Fisher, L. Guttman). Ha sido extensamente
estudiado por Benzécri (1973) y Greenacre (1984).

Utilizando coordenadas estandar Ay = (ag,), Bo = (b};), podemos expre-
sar la matriz de correspondencias P = (p;;) como

P =rc +D,A,D,B;D..

Indicando r = (p1.,...,p1.), ¢ = (p1,...,p.s)" los vectores marginales de filas
y columnas de P, la expresion escalar es

K
Dij = Di- X P.j (1 + Z )\ka?kb?k> .
k=1

. , . 4 . K . ~
Si el término entre paréntesis o = » el )\ka?kb?k, es suficientemente pequeno
para que log(1 + a)) & «, entonces

K
log pi; = log pi. +logp.; + Z N bl
k=1
que se adapta a un modelo log-lineal (Seccién 14.5), donde « cuantificaria
el término de interaccién. El AC seria pues una manera de visualizar los
términos de interaccién (van der Heijden y de Leeuw, 1985).
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CA verifica el “principio de equivalencia distribucional”: si dos perfiles de
columnas son idénticos, es decir,

Pi;  Dij .

—J:—?, i=1,...,1,

Cj Cjr
entonces las columnas j, ;' de N pueden juntarse y ser reemplazadas por su
suma. En efecto, cuando se cumple este principio

Pij _ Py _ Pij + Piyr

Cj Cj/ Cj —+ Cj/
Luego
[(pi by )]%-—l—[( pij' \ Py 2., [( Dij + Dijr _ bij + Dirjr )]2(0_#0_,)
TiCj T Cj J TiCjr Ty Cjr J Ti(Cj + Cj/) ’l”i/(Cj + Cj/) J 7

y la distancia ji-cuadrado queda inalterada si juntamos las columnas j y j'.
Una variante del AC propuesta por Rao (1995), se basa en la distancia de

Hellinger
J 2
5;/ = Z (\/pij/ﬂ' - \/pz"j/'f’z") )
j=1

entre dos filas de N, que tiene la ventaja de no depender de los perfiles de
las columnas. Sin embargo los resultados pueden ser muy similares (Cuadras
et al, 2004), y el método basado en esta distancia resulta mas apropiado
cuando las filas se ajustan a poblaciones multinomiales distintas. Véase una
aplicacién en Cuadras et al. (2012).

Una forma alternativa de presentar el AC es el “reciprocal averaging”
(RA). Supongamos que queremos encontrar las coordenadas (aq,...,ar) de
las filas como medias ponderadas de las coordenadas de las columnas y reci-
procamente, las coordenadas (b1, ...,bs) de las columnas como medias pon-
deradas de las coordenadas de las filas:

! b ! b
_ § : j _ § : ij
a; = bj?, bj = alc—
j=1 v i=1 J

Pero estas relaciones no se pueden verificar simultdneamente (por razones
geométricas obvias), asi que hemos de introducir un factor multiplicativo
B > 1y escribir

J I
Dij Dij
a; = p E bjfa bj=p § az‘c—j- (9.11)
j=1 g i=1
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El objetivo del RA es encontrar las coordenadas verificando (9.11) tal que [
sea minimo. Entonces es posible probar que A = (1/3)? es un valor propio.
Esto mismo lo podemos plantear para la segunda y siguientes coordenadas
y probar la equivalencia entre RA y AC. Los cédlculos del RA se efectian
iterativamente, y es ttil (especialmente en ecologia), cuando la matriz de
frecuencias N tiene dimensién grande y contiene muchos ceros (Hill, 1973).
Por otra parte se conoce a (9.11) como la mejor representacién —baricéntrica
sobre un eje (Lebart et al., 1977).

Una extension interesante del AC es el “Canonical Correspondence Analy-
sis” (Ter Braak, 1986), que tiene en cuenta, para la representacién, que
los ejes sean combinacién lineal de variables externas. Tiene aplicaciones
en ecologfa, dado que permite relacionar las comunidades biolégicas con las

variables ambientales. Véase Graffelman (2001).

El anslisis de correspondencias multiples (ACM) presupone sélo inter-
acciones de segundo orden, por lo que podria ser un modelo inadecuado
para expresar las de orden superior. Se pueden también representar tablas
de contingencia miiltiples mediante “mosaicos”, que permiten visualizar in-
teracciones de orden superior. La Figura 9.5 contiene la representaciéon en
“mosaico” de los datos del “Titanic”, Tabla 14.1. Véase el anélisis log-lineal
del ejemplo 14.5.1. Consultese Friendly (1994, 1999).

El ACM de tablas concatenadas es una aplicacién del ACM, similar al
AFM (véase Seccién 5.8), que permite visualizar la estructura comin de di-
versas tablas de datos. Supongamos K tablas con J = J; + --- + J estados
de las () variables categoricas, para cada una de las tablas. Obtenemos los
totales marginales de los J estados para cada tabla y formamos la matriz de
frecuencias K x J. El AC simple sobre esta matriz permite visualizar los J
estados conjuntamente con las K tablas. Véase Greenacre (2008).

Desde luego hay otros modelos para el tratamiento de datos categéricos,
véase por ejemplo, Vera et al. (2009). Capitulo aparte merece el Anélisis de
Datos Composicionales (ADC), introducido por J. Aitchison. ADC tiene la
propiedad de que las variables suman una cantidad constante, que puede
ser 1 (si son proporciones) o 100 (si son porcentajes). La visualizacién de
datos en ADC requiere una distancia con la propiedad sub-composicional,
posiblemente incompatible con el principio de equivalencia distribucional del
AC. Véase Greenacre (2018) y Egozcue y Pawlowsky-Glahn (2018).

Una extensién continua del AC considera una densidad bivariante h(x,y)
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Figura 9.5: Representacién en “mosaico” de los datos de supervivencia del
“Titanic”, Tabla 14.1. El “mosaico” (izquierda) puede revelar interacciones
de orden superior. A la derecha “mosaico” parcial combinando Género con
Supervivencia, suponiendo independencia (arriba) y con las frecuencias ob-
servadas (abajo). El color azul indica desviacién positiva de las frecuencias es-
peradas y el rojo desviacién negativa. El blanco indica que no hay desviacion.

con densidades marginales f(z), g(y), y la descomposicién singular
F@)?h(z, y)g(y)* = Zpkuk (9.12)

donde {p;, k > 1} son correlaciones canénicas y {ug, k > 1}, {vg, & > 1} son
sistemas de funciones ortonormales (Lancaster, 1969). Hay una interesante
semejanza entre (9.12) y el AC, pues muchas propiedades se conservan. Véase
una comparacion sistematica en Cuadras et al. (2000) y Cuadras (2002b,
2014). El AC ha sido también comparado con otros métodos de representacién
de tablas de contingencia (Cuadras et al., 2006), propiciando una versién
paramétrica que los engloba a todos (Cuadras y Cuadras, 2006, 2011, 2015).
Para una amplia visién del Andlisis de Correspondencias y sus variantes,
véase Greenacre (2008), Cuadras y Greenacre (2022).
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Capitulo 10

CLASIFICACION

10.1. Introduccion

Clasificar los elementos de un conjunto finito consiste en realizar una par-
ticién del conjunto en subconjuntos homogéneos, siguiendo un determinado
criterio de clasificacién. Cada elemento pertenece a un tinico subconjunto,
que a menudo tiene un nombre que lo caracteriza. Asi clasificamos:

= Las personas en hombres y mujeres.

= Los trabajadores en actividades profesionales: servicios, industria, agri-
cultura.

= Los animales en especies, géneros, familias y érdenes.

= Los libros de una biblioteca en arte, literatura, ciencia, informé&tica y

viajes.
Sea Q = {wi,ws,...,w,} un conjunto finito con n elementos diferentes,
que abreviadamente indicaremos

Q={1,2,...,n}.

Clasificar es también definir una relacién de equivalencia R sobre (). Esta
relacion define una particién sobre €2 en m clases de equivalencia:

Q=c+c+- - +cm,

donde + significa reunién disjunta. A la particion la llamaremos clustering y
a las clases de equivalencia clusters (conglomerados).

187
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10.2. Jerarquia indexada

Las clasificaciones pueden ser jerdrquicas o no jerdarquicas. Una clasifi-
cacién jerarquica es una sucesion de clusterings tal que cada clustering se ob-
tiene agrupando clusters. Por ejemplo, si n = 5, una clasificacién jerarquica

Q = {1} + {2} + {3} + {4} + {5}
{1,2} + {3,4} + {5}

{1,2} + {3,4, 5}

Q

Q
Q
Q

Definicién 10.2.1 Una jerarquia indezada (C, o) sobre Q esta formada por
una coleccion de clusters C' C p(Q) y un indice o tal que:

» Azioma de la interseccion: Sic,d € C entonces cNc € {c,c,0}.
» Azioma de la reunidn: Sic € C entonces c =U{c' | ¢ € C, ¢ C c}.
» La reunion de todos los clusters es el conjunto total: Q = U{c|c e C}.

El indice « es una aplicacién de C sobre el conjunto de nimeros reales posi-
tivos tal que:

a(i) =0,Vi € Q, ale) <ald)siccd.
Diremos que una jerarquia es total si:
 VieQ, {i}eC.
» Qe
Comentarios:

1. El primer axioma significa que si tenemos dos clusters, uno estd incluido
en el otro o ambos son disjuntos, es decir, c C ¢/, 6 ¢ Cec,6cnNd = 0.
Se trata de evitar que un elemento de ) pertenezca a dos clusters
excluyentes a la vez, ya que entonces estaria mal clasificado.

2. El segundo axioma significa que cada cluster es reunién de los clusters
que contiene. Es decir, reuniendo clusters obtenemos clusters m&s am-
plios. Por ejemplo, en el reino animal, un género es reunién de especies,
una familia es reunién de géneros, etc.
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3. El indice o« mide el grado de heterogeneidad de cada cluster. Cuanto
mds grande es el cluster mas heterogéneo es.

Teorema 10.2.1 Para todo x > 0 la relacion binaria R, sobre los elementos

de
iRyj si i,j€c, siendo afc)<u, (10.1)

es de equivalencia.

Demost.: La relaciéon R, es:

Reflexiva: iR ,i ya que i € {i}, siendo a({i}) =0 < x.

Simétrica: Evidente.

Transitiva: Sea c¢;; el minimo cluster que contiene ¢, j, y andlogamente c;j.
Entonces :

iRej = 1,j €y, aley) <z, JjRk=j,kecy ol <z,

CL) Cij C Cjkp = 1, ke Cjk,

s eynen 0= {4 GO TUEEO L ir, O

La relacion (10.1) define, para cada = > 0, una particién de € en clases
de equivalencia. La particién se llama clustering al nivel z.

Ejemplo 10.2.1 Partidos.

Consideremos n = 5 partidos politicos con representaciéon en el Parla-
mento de Cataluna: CU (Convergencia i Unid), PP (Partido Popular), PSC
(Partido Socialista de Cataluna), IC (Iniciativa por Catalufia) y ERC (Es-
querra Republicana). Un ejemplo (hipotético) de jerarquia indexada sobre

Q= {CU, PP, PSC, IC, ERC}, es:

C :{CUo, PP(), PSC(), ICO, ERCO, {CU, PP}l,
{PSC, IC},5{PSC, IC, ERC},, Qs},

donde el indice « estd indicado como un subindice: a(CU)=0, a(CU,PP)=1,
etc. Tenemos entonces las siguientes particiones o clusterings:

«  Nombre del clustering
Q= {CU}+{PP}+{PSC} +{IC} +{ERC} 0 (partidos)
Q= {CU,PP} + {PSC,IC} + {ERC} 15 (
Q= {CU,PP}+ {PSC,IC,ERC} 2 (coaliciones)
Q= Q 3 (parlamento)

derecha, izquierda, centro)
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La representacion de esta clasificaciéon se encuentra en la Figura 10.1, que
justificamos en la seccién siguiente.

10.3. Geometria ultramétrica

Para presentar una clasificacién utilizamos llaves. Por ejemplo, la clasifi-
cacién divisiva de Nacién, Comunidades Auténomas y Provincias (s6lo vamos
a considerar 8) es:

Naciéon Autonomias Provincias

Huesca
Aragén Teruel
Zaragoza
Barcelona
Gerona
Lérida
Tarragona
Madrid Madrid

Espana
Cataluna

\

Una generalizacion de las llaves es el arbol ultramétrico. Como veremos
mds adelante, una jerarquia indexada puede ser visualizada mediante un
grafico sencillo e intuitivo, llamado dendograma.

Definicién 10.3.1 Un espacio ultramétrico (2, u) es una estructura forma-
da por un conjunto finito Q) y una funcion distancia u sobre € x ) verificando,
para todo i, j, k de §2:

» No negatividad: u(i,j) > u(i,i) = 0.
» Simetria: u(i, j) = u(j,1).
= Propiedad ultramétrica:

u(i, j) < supfui, k), u(j, k)}.
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La matriz U = (u(i,j)) de orden n x n

Ul U2 - Ulp
U1 U22 -+ Uzp o

U= . . : . Uiy = Uj; = 'LL(Z,]), Ui; = 0.
Up1 Up2 - Unn

es la matriz de distancias ultramétricas.

Proposiciéon 10.3.1 Una distancia ultramétrica verifica la desigualdad tri-
angular y por lo tanto es métrica.

Demost.:
u(i, j) < sup{u(i, k), u(j, k)} < u(i, k) +u(j, k). O

Definicién 10.3.2 Un tridngulo {i, j, k} formado por tres elementos de )
es ultramétrico si es isdsceles y su base es el lado mds pequeno. Es decir, si
u(i, ) es la base, entonces

u(i, j) < uli, k) = u(j, k).
Teorema 10.3.1 En un espacio ultramétrico todo tridngulo es ultramétrico.

Demost.: Sea {i, j, k} un tridngulo. Sea u(i, j) es el lado mds pequefo, en-
tonces:

u(z, k) <supf{u(i,j),u(s,k)} =u(j,k . .
UE], k)) < Sug}ugié;? Ugi; k‘))% u(j ) = u(i, k) = u(j, k). O

Definicién 10.3.3 Un drbol ultramétrico (también llamado dendograma) es
un grafo conexo, sin ciclos con un punto llamado raiz y n puntos extremos
equidistantes de la raiz.

Una propiedad importante es que todo espacio ultramétrico (£2,u) se
puede “dibujar” mediante un dendograma, como muestra la Figura 10.1.

Teorema 10.3.2 Sea (2,u) un espacio ultramétrico. Entonces podemos re-

presentarlo mediante un drbol ultramétrico con extremos los elementos de
Q.
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I —+ 3 Parlamento

-+ 2 Coaliciones
T
| 0 Partidos
cu PSC IC E

PP RC

Figura 10.1: Representacién en arbol ultramétrico (dendograma) de cinco
partidos politicos.

Demost.: Supongamos el drbol en posicién vertical. Sea u(i,j) la distancia
entre los extremos 7, j medida como la mitad de la minima longitud de las
aristas verticales que unen ¢ con j, es decir, la distancia vertical hasta el
nudo 7y que liga i con j. Consideremos un tridngulo {i, 7, k} y supongamos
que {i,7} es el lado mas pequeno. Entonces k se relaciona con 4,j en un
nudo 7/ por encima de 7. Asf u(k,i) = u(k,j) = u(i,j) + 3, donde g > 0
es la distancia vertical entre vy y /. Esto demuestra que {4, j, k} es un érbol
ultramétrico. 0

Hay una versiéon del Teorema 10.2.1 para distancias ultramétricas.

Teorema 10.3.3 Sea (2, u) un espacio métrico. Siu es distancia ultramétri-
ca, entonces la relacion binaria R, sobre los elementos de €)

Rej si u(i,j) <z, (10.2)

es de equivalencia para todo x > 0. Reciprocamente, si la relacion (10.2) es
de equivalencia para todo x > 0, entonces u es distancia ultramétrica.

Demost.: Supongamos que u es ultramétrica. Entonces la relacién R, es:
Reflexiva: u(i,i) = 0 < z.
Simétrica: u(i, j) = u(j,1) < z.
Transitiva: Sea {i, j, k} un tridngulo ultramétrico con base {7, j }. entonces
tenemos
u(ij) < u(j, k) = ui, k) < =,
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que nos demuestra la transitividad.
Supongamos ahora que R, es de equivalencia y que el triangulo {7, j, k}
verifica:
u(i,§) < u(j, k) < ui, k)

Sea x = u(j, k). Entonces u(i,j) < z, u(j, k) < x = u(i, k) <x =u(j, k)
por la transitividad de R,. Esto demuestra que u(j, k) = u(i, k) y por lo
tanto el tridngulo {4, j, k} es ultramétrico. O

La Figura 10.1 contiene el dendograma correspondiente a la jerarquia
indexada del ejemplo 10.2.1.

Otra propiedad importante es que juntando elementos préximos de §2
seguimos manteniendo la propiedad ultramétrica, y esto vale para cualquier
clustering.

Teorema 10.3.4 Supongamos que sobre los m clusters del clustering
Q=ci+ca+-+cpy
hay definida una distancia ultramétrica u. Sean c;,c; los dos clusters mds

proximos: u(c;, c;) = minimo. Entonces uniendo ¢; con c;j, se puede definir
una distancia ultramétrica u' sobre los m — 1 clusters del clustering

Q=c1+--+cUc+-+cp.

Demost.: Si k # i, j, por la propiedad ultramétrica tenemos que u(cg, ¢;) =
u(cy, ¢;). Definimos:

ek, ciUcy) =uler, ) =ulegc), k#1,7, (10.3)
u/(ca,Cb) - U(Ca,Cb), a’7b% Z?] .
Consideremos el tridngulo {c,, ¢, ¢; U ¢; }. Entonces:
w(cq, Cp) = u(Cq, Cp)
< sup{u(cq, ¢i), u(cp, ¢;) } = sup{w'(cq, c; Ucj), (e, c; Ucy)},
W (ca,ciUcg) = ulca, i)

< sup{u(cq, ), u(cp, ¢;) } = sup{w'(cq, ), w'(cp,c; Ucj)}. O

Finalmente, la propiedad ultramétrica es invariante por transformaciones
mondtonas.
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Proposicién 10.3.2 Siu es distancia ultramétrica y u' = p(u) es una trans-
formacion de u donde ¢ es una funcion positiva mondtona (creciente o de-
creciente), entonces u' es también distancia ultramétrica.

Demost.: Si {i, j, k} es un tridngulo ultramétrico con base {i,j} y ¢ es moné-
tona, tendremos que

u(i, j) < wuli,k) =u(j, k) = u'(i,5) <d'(i, k) =d'(J, k). O

10.4. Algoritmo fundamental de clasificacién

A partir de un espacio ultramétrico podemos construir una jerarquia in-
dexada. Nos lo permite el siguiente procedimiento.
Algoritmo fundamental de clasificacién

Sea (€2, u) un espacio ultramétrico. El fundamento de este algoritmo con-
siste en el hecho de que, en virtud del Teorema 10.3.4, juntando elementos o
clusters més préximos, conservamos la propiedad ultramétrica.

1. Comencemos con la particion:
Q={1}+---+{n}.
2. Sean i, j los dos elementos més préximos: u(7, j) = minimo. Los unimos
{iyul{i} =A{ij}
y definimos la nueva distancia ultramétrica u’
u'(k {i,j}) = uli, k) =u(j, k), k#ij,

(ver Teorema 10.3.4).

3. Consideremos la nueva particion:
Q= {1} +- 4 {ig) 4+ ()

y repitamos el paso 2 hasta llegar a ). En este proceso, cada vez que
unimos ¢; con ¢; tal que u(c;, ¢;) = minimo, definimos el indice

a(e; Ue) = ule, ¢j). (10.4)

El resultado de este proceso es una jerarquia indexada (C, «).
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10.5. Equivalencia entre jerarquia indexada y
ultramétrica

Una jerarquia indexada es una estructura conjuntista. Un espacio ultra-
métrico es una estructura geométrica. Ambas estructuras son equivalentes.

Teorema 10.5.1 Sea (C, ) una jerarquia indexada total sobre un conjunto
Q. Entonces podemos definir una distancia ultramétrica u sobre S). Reciproca-
mente, todo espacio ultramétrico (2, u) define una jerarquia inderada (C, ).

Demost.: A partir de (C, ) definimos la siguiente distancia
U(Z>j) = a(cij)7

donde ¢;; es el minimo cluster (respecto a la relacién de inclusién) que con-
tiene i, j. Sea {1, j, k} un tridngulo y sean también c;, ¢ los minimos clusters
que contienen {i, k}, {j, k} respectivamente. Tenemos que

cir. N cjp 7 0
y por tanto (axioma de la interseccién) hay dos posibilidades:
a) cix C cjk = 1,5,k € cjp = ¢ C cjp = u(i,j) = ale;) < u(j, k) =
a (i)

b) ¢k C ci = 4,5,k € cir = cij C e = u(i,j) = ale;) < u(i, k) =
a(cik)

Tenemos pues que: u(i, j) < sup{u(i, k), u(j, k)}.

La posibilidad de construir una jerarquia indexada a partir de una dis-
tancia ultramétrica es una consecuencia del algoritmo fundamental de clasi-
ficacién. El indice de la jerarquia viene dado por (10.4). 4

Comentarios:

1. Obsérvese la analogia entre el Teorema 10.3.4 y el algoritmo funda-
mental de clasificacién.

2. Obsérvese ademas que (10.3) permite definir de manera inequivoca una
distancia entre un cluster y la unién de los dos clusters mas préximos.
Esta propiedad es la que otorga importancia a la distancia ultramétrica.
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10.6. Algoritmos de clasificacién jerarquica

Supongamos que, en relacién a unas variables observables, hemos obtenido
una matriz de distancias A = (6(4, j)) de orden n x n entre los elementos de
un conjunto €2 :

511 (512 T (Sln
A= -21 -22 . 2 51] = 5]'1' - 6(27J>7 511 =0
5n1 6712 e 5TLTL

Si la distancia 0 es ultramétrica, entonces no hay ningiin problema para
llevar a cabo una clasificaciéon construyendo una jerarquia indexada. Basta
con aplicar el algoritmo fundamental de clasificacién (Seccién 10.4). Pero
en general 6 no cumple la propiedad ultramétrica y por lo tanto hemos de
modificar adecuadamente este algoritmo.

Algoritmo de clasificacién

Sea (€2,0) un espacio métrico. El algoritmo de clasificacién se basa en el
Teorema 10.3.4, en el sentido de que juntaremos los elementos o clusters mas
préximos, y procuraremos obtener tridngulos ultramétricos.

1. Comencemos con la particion:

Q={1}+---+{n}.
2. Sean i, j los dos elementos més préximos: §(4, j) = minimo. Los unimos
{iyu{i} =A{i.j}
y definimos la distancia de un elemento k al cluster {4, j}

0'(k, {i,j}) = f(0(i, k), 6(j. k), k#1i.j, (10.5)

donde f es una funcién adecuada.

3. Consideremos la nueva particion:

Q={1}+--+{i,j}+---+{n},
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y repitamos el paso 2 hasta llegar a ). En este proceso, cada vez que
unimos ¢; con ¢; tal que 6(¢;, ¢;) = minimo, definimos el indice

ale; Ucj) =0 (ci, ¢). (10.6)

La funcién f en (10.5) se define adecuadamente a fin de que se cumpla la
propiedad ultramétrica. El resultado de este proceso es una jerarquia inde-

xada (C, a).

10.6.1. Meétodo del minimo

Los diferentes métodos de clasificacion jerarquica dependen de la eleccién
de f en (10.5). Una primera eleccién conveniente de f consiste simplemente
en tomar el valor més pequerio de los dos lados {7, k}, {J, k} del tridngulo
{i,j,k} con base {i,j}, es decir:

8 (k,{i,7}) = min{d(s, k), 6(5,k)}, Kk #1,7. (10.7)
En otras palabras, hacemos que el tridngulo
6, j} < 6(i k) = a < 6(j, k),
se transforme en ultramétrico

§'(i,j} < 8(i,k) =80, k) = a.

Ejemplo. Sea A una matriz de distancias sobre Q = {a,b,¢,d,e}. El
método del minimo proporciona una jerarquia indexada (C,«) asociada a
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una matriz ultramétrica U:

a b c d e
@ 01347 (a{)w g Z ; (a,b) (c,d)
A_b 044 @ 0y g (@b 03
c 0 2 8 (c,d) 0
d 07 d 07 e
. 0 e 0
(a,b,c,d) e
(a,b,c,d) 0 7— C ={{a}o,...,{e}o,{a,b}1,{c,d}2,{a,b,c,d}s,
e 0
a b c d e
a 01 3 37
b 0 3 3 7
(Ca) = U=, 027
d 07
e 0

El método del minimo produce una distancia ultramétrica v que goza de
la siguiente propiedad.

Teorema 10.6.1 Sea
U = {u | u es ultramétrica, u(i,j) < d(i,7)}

el conjunto de distancias ultramétricas mas pequenas que d. Entonces la dis-
tancia ultramétrica u resultante de aplicar el método del minimo es el ele-
mento maximo de U

Q(Z,j)ZU(Z,]), UGQ, VZ,]EQ

Demost.: Sean {4, j} los elementos mas préximos. Entonces u(i, j) = d(i, 7).
La columna k (# 7,j) tendrd términos repetidos iguales a una distancia ¢’
construida tomando un minimo. Si u < ¢ es otra distancia ultramétrica,
entonces: a) si es estrictamente mds pequena es evidente que u > u. b) si
u(k', k") es més grande que u(k’, k") pero es igual a alguna ¢, entonces la
columna k tendrd elementos repetidos, y al menos uno serd superior a §'.
Contradiccién. El razonamiento es parecido si consideramos un cluster ¢ y
un elemento k ¢ c. O

97}
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Compaérese A con U en el ejemplo anterior. Véase también el Teorema
10.7.1.

A la vista de este resultado, podemos decir que u es la mejor aproximacion
a ¢ por defecto.

10.6.2. Meétodo del maximo

Una segunda eleccién razonable de f consiste en tomar el valor més grande
de los dos lados {i, k}, {j, k} del tridngulo {4, j, k} con base {i,j}, es decir:

§(k, {i,j}) = méx{5(i, k), 6(j, k)}, K #£1,]. (10.8)

En otras palabras, hacemos que el tridngulo

0(i,j} < 6(i, k) < 0(j, k) = b,
se convierta en ultramétrico

8,7} <8 (i,k)=08(j, k) =0.

El método del méximo produce una distancia ultramétrica u que goza de
la siguiente propiedad.

Teorema 10.6.2 Sea
U = {u | u es ultramétrica, u(i,j) > §(, )}
el conjunto de distancias ultramétricas mas grandes que 0. Entonces la distan-
cia ultramétrica u resultante de aplicar el método del mdzximo es un elemento
manimal de U
u(i, j) <u(i,j), welU, Vijel

Asi T es la mejor aproximacion a d por exceso.
Comentarios:

1. Las distancias u,u, y ¢ verifican:

u(i, j) < 6(4, ) < u(i, j).

Hay igualdad u = 6 = w si y sélo si 0 es ultramétrica.
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2. u es elemento méximo y es tnico. El método del minimo sélo tiene una
solucion.

3. u es elemento minimal y no es tnico. El método del maximo puede
tener varias soluciones.

4. Si todos los elementos fuera de la diagonal de la matriz de distancias A
son diferentes, entonces la solucién obtenida aplicando el método del
maximo es unica y por tanto @ es elemento minimo.

Finalmente, una notable propiedad de los métodos del minimo (también
conocido como single linkage) y del méximo (complete linkage) es que con-
servan la ordenacién de la distancia d, en el sentido de la Proposicién 10.3.2.

Teorema 10.6.3 Los métodos del minimo y del mdzximo son invariantes por
transformaciones mondtonas de la distancia 9 :

0" =p(6) = u' = p(u)

donde u,u’ son las ultramétricas asociadas a 8,0 y ¢ es una funcion mond-
tona positiva.

Demost.: En el proceso de encontrar la ultramétrica sélo intervienen los ran-
gos de los valores de §, que son los mismos que los rangos de los valores de
la transformacién §'. O

10.7. Mas propiedades del método del mini-
mo

Una propiedad de la distancia ultramétrica dice que todo elemento de
una bola es también centro de la propia bola.

Proposicién 10.7.1 Sea B(ig, ) una bola cerrada de centro ig y radio r:
B(ig,7) ={i € Q| wu(ip,i) < r}.

Entonces
Vi € B(ig,r) werifica B(i,r) = B(ig,r).
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La demostraciéon es inmediata. También se verifica:
Proposicién 10.7.2 Sea {iy, ..., i,}. Se cumple la desigualdad
(i1, i) < sup{u(ia,ias1)|a=1,...,m —1}.

Demost.: Por recurrencia sobre m. Para m = 2 es la desigualdad ultramétrica.
Supongamos cierto para m — 1. Tenemos:

U(Zl,lm) S Sup{u(i17im—1>7u(im—17im)}
< sup{sup{u(ia, ias1)|a=1,....m — 2}, u(im_1,im)}
< sup{u(ia,iot1)|la=1,...,m —1}. O
Sea ahora Q = {1,2,...,n} y J una distancia sobre (.
Definicién 10.7.1 Una cadena [i, j|, es el conjunto {i = iy,i2,...,J = im}.

Definicién 10.7.2 Indiquemos

Sup[iaj]m = 1<Sll£) 5(Z‘o¢7io¢+1)
<a<m

el mazimo salto de la cadena [i, j],. Definimos la distancia sobre §)
u(i, ) = inf supli

Teorema 10.7.1 Se verifica:

1. u es una ultramétrica tal que u < 0.

2. Siu es otra ultramétrica tal que u < § entonces u < u.

3. u es la ultramétrica que se obtiene por el método del minimo.
Demost.: [i, j]o = {7,j} es una cadena que une i, j y por lo tanto

u(i, j) < supli, jl2

Sea [i, 7, k] una cadena que une i,j pero que contiene k. El conjunto de
las cadenas [i, j, k| estd contenido en el conjunto de las cadenas [i, j|. Por lo
tanto:

i%f supli, jlm < infsupli, k, jlm (10.9)
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Por otra parte, dadas las cadenas [i, j|, [j, k] podemos construir
(i, k, ] = [i, j] U [J, K]
de modo que
supl(i, k, j] = sup{supli, j], sup[j, k}
Teniendo en cuenta (10.9) deducimos que

u(i, j) < sup{u(i, k), u(j, k)}

Sea ahora u < 9. Aplicando la Proposicién 10.7.2

u(i, j) < sup u(ia,iat1) < supli, jlm
1<a<m

Por lo tanto

Conviene comparar este resultado con el Teorema 10.6.1

10.8. Ejemplos

Ejemplo 10.8.1 Profesores.

Un grupo de n = 11 profesores de probabilidades y estadistica de la Uni-
versidad de Barcelona han publicado, entre 1994 y 2000, unos 150 articulos
internacionales, algunos en colaboracién. Con la finalidad de agrupar los pro-
fesores segin los articulos que publicaron juntos, consideramos el coeficiente
de similaridad

s(7,j) = nimero de articulos que , 7 han publicado juntos.
Definimos entonces la disimilaridad
d(i,j) =1 - s(i,j)/ min{s(i,7), s(j, ) }-

Calculando d(i,7) para cada par de profesores, obtenemos la siguiente
matriz de distancias:



10.8. EJEMPLOS 203

Dendograma 11 profesores

Método del minimo (single linkage)

ARENAS
CUADRAS —
FORTIANA —

OLIVA

CORCUERA

EM
COLLER

MARQUEZ
ROVIRA
smEl_ T
SARRA
NUALART

AM

AE

0 0z 04 06 0s 1
indice de la jerarquia {linkage distance)

Figura 10.2: Representacion mediante un dendograma que agrupa 11 profe-
sores segun los articulos publicados conjuntamente.

Are Cor Cua For Mar Nua Oli Ol Rov San Sar

Arenas 0

Corcuera | 1 0

Cuadras | 0,50 1 0

Fortiana | 0,83 1 0,06 0

Marquez | 1 1 1 1 0

Nualart | 1 1 1 1 1 0

Oliva 1 1 0,33 0,33 1 1 0

Oller 1 0,75 1 1 1 1 1 0

Rovira 1 1 1 1 1 1 1 1 0
Sanz 1 1 1 1 0,33 0,93 1 1 0,11 0
Sarra 1 1 1 1 0,75 1 1 1 1 0,25 0

Aplicando un analisis cluster, método del minimo (single linkage), a esta
matriz de disimilaridades, obtenemos el dendograma de la Figura 10.2. Este
grafico pone de manifiesto que hay tres grupos principales con 4, 2 y 5 pro-
fesores, que trabajan en andlisis multivariante (AM), estadistica matemética
(EM) y andlisis estocdstico (AE), respectivamente.
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Dendograma 14 idiomas
Metodo del minimao (single linkage)

2,0

18

1,6

1,4

12

1,0
08

0,6

0,4
02
0,0

Fii “as Pol Hun MNor Dan Fra H#a Gal Cas Cat Ing Hol Ale

indice de la jerarquia (linkage distance)

Figura 10.3: Representaciéon mediante un dendograma (método del minimo)
de 14 idiomas europeos. Las disimilaridades iniciales se obtiene a partir de
las diferencias al escribir los nimeros del 1 al 10.

Ejemplo 10.8.2 Idiomas.

Los idiomas tienen semejanzas y diferencias entre sus palabras. Midien-
do objetivamente sus diferencias en relaciéon a las letras que describen los
nimeros 1 a 10, se pretende agrupar jerdrquicamente 14 idiomas europeos:

Alemén, Inglés, Vasco, Catalan, Castellano, Danés, Finés,
Francés, Gallego, Holandés, Hingaro, Italiano, Noruego y Polaco.

La disimilaridad entre cada par de idiomas se calcula sumando el nimero
de letras que cambian (por supresién, duplicacién, anadido, etc.) al escribir
cada uno de los nimeros 1, 2, ..., 10.

Por ejemplo, entre Inglés y Noruego hay 27 diferencias (sumando las que
hay para cada uno de los niumeros del 1 al 10), y entre Espanol (Castellano)
e Italiano sélo hay 17.

Véase Oliva et al. (1993) para més detalles.
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La matriz de disimilaridades es:

Ale Ing Vas Cat Cas Dan Fin Fra Gal Hol Hun Ita Nor Pol

Alemén 0

Inglés 29 0

Vasco 45 44 0

Cataldn 34 28 45 0

Castellano| 32 29 46 17 O

Danés 30 26 43 27 31 O

Finés 58 b5 59 57 55 59 0

Francés 33 32 46 13 24 33 59 0

Gallego 32 27 44 13 7 26 55 23 0

Holandés | 19 25 43 43 32 29 56 33 33 0

Hingaro |42 38 45 40 42 36 56 38 40 37 0
Italiano 37 35 46 22 17 32 60 24 15 36 45 O
Noruego |29 27 43 29 32 3 58 33 27 28 36 33 0
Polaco 45 44 53 44 36 44 56 45 38 42 52 42 44 O

Sobre esta matriz de disimilaridades se lleva a cabo un anélisis cluster
jerarquico, método del minimo (single linkage). El resultado es el dendograma
de la Figura 10.3. Claramente se aprecia que los idiomas de origen latino se
agrupan, manteniendo una cierta similaridad con las lenguas anglosajonas,
que también se agrupan. El Polaco y el Hingaro, aunque son dos idiomas
bastante distintos, forman un cluster. El Vasco y el Finés se mantienen se-
parados de las otras lenguas.

Ejemplo 10.8.3 Adjetivos.

Continuando con el ejemplo 8.7.3, aplicamos ahora un andlisis cluster
sobre la matriz de distancias de la Tabla 8.2 (mitad inferior izquierda) por
el método del maximo (complete linkage), véase Figura 10.4. Los resultados
con el método del minimo son bastante parecidos, indicando que hay una
buena estructura jerarquica. Se percibe una divisién principal, que agrupa los
adjetivos de peso y extension espacial, siguiendo la dicotomia “gran cantidad”
vs “pequena cantidad”.
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Dendograma para 23 adjetivos
Método del maxdimo | Complete Linkage )

2 gg?

e&Y

L= =

0 10 20 an 40 50 g0 70 g0 a0 100
Indice de la Jerarquia | Linkage Distance )

ety |l

Figura 10.4: Representacién mediante un dendograma de 23 adjetivos por el
método del méximo.

10.9. Clasificacion no jerarquica

Una clasificacién no jerdrquica de n objetos en relaciéon a una matriz de
datos cuantitativos X, consiste en obtener g grupos homogéneos y excluyentes
(clusters). Si tenemos g clusters, estamos en la misma situaciéon contemplada
en el Cap. 7, y podemos considerar la descomposicién de la variabilidad total

T=B+W

Una particién en g clusters que hace méaxima B o minima W, en relacion
a alguin criterio, dard una solucién al problema, puesto que tendremos una
méxima dispersion entre clusters. Algunos criterios, justificados por el analisis
multivariante de la varianza, son:

a) Minimizar tr(W).

b) Minimizar |W].

¢) Minimizar A = |[W|/|T|.
d) Maximizar tr(W ™ 'B)
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Pero la cantidad de maneras diferentes de agrupar n objetos en g clusters
es del orden de ¢g"/g!, nimero muy grande incluso para valores moderados
de n y g. Por ejemplo, necesitarfamos formar mds de 10?3 clusters si n = 50
y g = 3. Por tanto, es necesario seguir algin algoritmo de agrupacion.

El método de las medias moviles consiste en:

1. Comenzar con g puntos del espacio RP y asignar los objetos a g clus-
ters de acuerdo con la proximidad (distancia euclidea) a los g puntos
iniciales.

2. Calcular los centroides de los g clusters obtenidos y reasignar los objetos
seguin su proximidad al centroide de cada cluster.

3. Repetir el paso anterior, calculando cada vez la cantidad |[W| (o el
criterio de optimizacién escogido). Parar cuando |W| ya no disminuye.

Es posible probar que la suma de cuadrados de las distancias euclideas
de los puntos de cada cluster al centroide

Z Z d2 (in, ik)

k=1 =1

disminuye a cada paso.

10.10. Numero de clusters

Diversos autores (Calinski, Harabasz, Hartigan, Krzanowski, Lai) han
propuesto métodos para estimar el nimero de clusters (conglomerados) de
una clasificacién. Es éste un tema abordado desde muchas perspectivas (véase
Hardy, 1996; Gordon, 1999).

Normalmente el usuario determina el nimero £ de clusters. Un primer
criterio consiste en tomar el valor k£ tal que maximice la cantidad
_ tr(B(k)) /tr(W(k‘))

1, (k
cly (k) g—1 n—g

donde B(k), W(k) indican las matrices entre-grupos y dentro-grupos para k
grupos. Otro criterio considera

dif(k) = (k — )**W(k — 1) — E¥*W (k)
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y elige k tal que maximiza
cly(k) = dif(k)/dif(k + 1).

Pero cl; y cly no estdn definidos para k£ = 1. Un tercer criterio propone el

estadistico
_(_Wi(k)

empieza con k = 1 y aumenta k si H(k) crece significativamente de acuerdo
con una aproximacion a la distribucién F.

Tibshirani et al. (2001) proponen un método que contempla también el
caso k = 1. Partiendo del resultado de cualquier clasificacién, jerarquica o
no, comparan el cambio de log |W (k)| respecto al cambio esperado para una
distribucién apropiada de referencia, es decir,

Eflog [W (k)[] — log [W (k)].

10.11. Complementos

La historia de la clasificacién comienza con la sistemética de Carl von Lin-
né, que permitia clasificar animales y plantas segiin género y especie. La clasi-
ficacion moderna (denominada taxonomia numeérica) se inicia en 1957 con
la necesidad de proponer criterios objetivos de clasificacion (Sokal, Sneath,
Michener). Posteriormente, diversos autores relacionaron las clasificaciones
jerdrquicas con los espacios ultramétricos (Benzecri, Jardine, Sibson, John-
son), dado que la propiedad ultramétrica ya era conocida en otros campos
de la matematica. Hartigan (1967) y Johnson (1967) son dos referencias im-
portantes para representar matrices de similaridades (o disimilaridades) me-
diante dendogramas y relacionarlos con las clasificaciones jerarquicas. Véase
Gordon (1999).

Una critica que se ha hecho al andlisis cluster es el excesivo repertorio
de distancias y métodos de clasificacién. Incluso se han realizado clasifica-
ciones de las propias maneras de clasificar, y clasificaciones jerarquicas de las
distancias. También se ha argumentado (Flury, 1997) que el planteamiento
correcto del andlisis cluster consiste en encontrar mixturas

F(x) =p1fi(x) + -+ +pg fy (%),
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donde cada densidad f; representaria un cluster y f la densidad de los datos
que hemos observado. Pero si una distancia mide razonablemente las dife-
rencias entre los objetos, entonces se pueden obtener clasificaciones objetivas
aplicando anadlisis cluster jerarquico. Por ejemplo, en el ano 1999 se realizo la
clasificacién jerdrquica del reino vegetal a partir de distancias entre secuen-
cias de DNA, obteniendo una concordancia de un 60 % con la clasificacién
tradicional basada en la similitud morfolégica de las plantas.

J. C. Gower conjetur6 en 1971 que toda distancia ultramétrica era eu-
clidea con dimensién n — 1, un resultado que serfa probado por Holman
(1972). Interes6 entonces estudiar la relacién entre representaciones en &r-
bol y en coordenadas (Bock, Crithcley, Heiser, Kruskal). Critchley y Heiser
(1988) probaron que, a pesar del resultado de Holman, es posible representar
un espacio ultramétrico con una sola dimensién utilizando una métrica ade-
cuada. Un estudio de los vectores propios y las dimensiones principales de
una matriz de distancias ultramétricas es debido a Cuadras y Oller (1987).
Véase también Cuadras y Carmona (1983), Cuadras, Fortiana y Oliva (1995).

N. Jardine y R. Simpson propusieron el método de clasificaciéon denomi-
nado flexible, que consiste en definir la distancia de un cluster a la unién de
dos clusters en funcién de unos pardmetros, por ejemplo, inicialmente

y andlogamente en los siguientes pasos. Dando valores a los pardmetros se
obtienen los métodos siguientes (se incluye denominacién estéandar):

Criterio de agrupacion oy o 6] v
Minimo (single linkage) 1/2 1/2 0 —1/2
Maximo (complete linkage) 1/2 1/2 0 +1/2
Media (weighted average link) 1/2 1/2 0 0
UPGMA (group average link) | n;/(n; +n;) n;j/(ni+n;) 0 0

UPGMA (Unweighted pair group method using arithmetic averages) es un
método recomendable porque proporciona una clasificacién que se ajusta
bien a la distancia inicial en el sentido de los minimos cuadrados.

G.H. Ball, D.J. Hall, E. Diday y otros propusieron algoritmos eficientes
de agrupacién no jerarquica. Consiltese Everitt (1993).
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Capitulo 11

ANALISIS DISCRIMINANTE

11.1. Introduccion

Sean €y, )y dos poblaciones, Xj, ...,X,, variables observables. Indiquemos
x = (21,...,x,) las observaciones de las variables sobre un individuo w. Se
trata de asignar w a una de las dos poblaciones. Este problema aparece en
muchas situaciones: decidir si se puede conceder un crédito; determinar si
un tumor es benigno o maligno; identificar la especie a que pertenece una
planta, etc.

Una regla discriminante es un criterio que permite asignar w conocido
(21, ...,2p), y que a menudo es planteado mediante una funcién discriminante
D (x4, ...,z,). Entonces la regla de clasificacién es

Si D (x1,...,x,) >0 asignamos w a €,
en caso contrario asignamos w a §)s.

Esta regla divide RP en dos regiones

Ry = {x|D(x) >0}, Ry ={x|D(x) < 0}.
En la decisiéon de identificar w, nos equivocaremos si asignamos w a una
poblacién a la que no pertenece. La probabilidad de clasificaciéon errénea

(pce) es

211



212 CAPITULO 11. ANALISIS DISCRIMINANTE

11.2. Clasificacién en dos poblaciones

11.2.1. Discriminador lineal

Sean 1, i, los vectores de medias de las variables en )y, {25, respectiva-
mente, y supongamos que la matriz de covarianzas X es comiin. Las distancias
de Mahalanobis de las observaciones x =(z1, ..., ;) de un individuo w a las
poblaciones son

MQ(Xau’i) = (X_“i)lz_l(x_“i)7 L= 172

Un primer criterio de clasificacién consiste en asignar w a la poblacién més
préximas:
Si M?(x, py) < M?(x, ) asignamos w a €y,

: ) (11.2)
en caso contrario asignamos w a QQ.

Expresando esta regla como una funcién discriminante, tenemos:
M2(x, py) = M2(x, 1) = X'Z7'x+ p, X7y — 2x'S7
XY x -, B, +2X'S
= (g = 1) S (g + ) +2X'T 7 (1 — pay).

Definimos la funcién discriminante
!/ _
L(x) = [x—3 (g + po)] =7 (g — ) - (11.3)

Entonces M?(x, py) — M?(x, ;) = 2L(x)—L((p + p5) /2) y la regla (11.2)

es
Si L(x) >0 asignamos w a €,

en caso contrario asignamos w a §)s.

La funcién lineal (11.3) es el discriminador lineal de Fisher.

11.2.2. Regla de la méxima verosimilitud

Supongamos que f (x), f2(x) son las densidades de x en €24, €25. Una regla
de clasificacién consiste en asignar w a la poblacién donde la verosimilitud
de las observaciones x es mds grande:

Si f1(x) >fa(x) asignamos w a €,
en caso contrario asignamos w a §)s.

La funcién discriminante es

V(x) =log fi1(x)—log f2(x).
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11.2.3. Regla de Bayes

En ciertas situaciones, se conocen las probabilidades a priori de que w
pertenezca a cada una de las poblaciones

n=P(), =P(Q), a1+g¢=1

Una vez que se dispone de las observaciones x =(z1,...,,), las probabili-
dades a posteriori de que w pertenezca a las poblaciones (teorema de Bayes)
o fi(x)
qiJi\X )
P(Q;/x) = , 1=1,2.
q1f1(x) + qafa (%)
La regla de clasificacién de Bayes es

Si P(21/x) >P(Qy/x) asignamos w a {1,
en caso contrario asignamos w a 2.

El discriminador de Bayes es

B(x) =log fi (x) —log fa(x) +log (q1/¢2) -

Cuando ¢; = ¢ = 1/2, entonces B (x) = V (x) . Este discriminador es 6pti-
mo.

Teorema 11.2.1 La regla de Bayes minimiza la probabilidad de clasificacion
erronea.

Demost.: Supongamos que se dispone de otra regla que clasifica a §; si x €Rj,
y a 2 si x €R}, donde Rf, R; son regiones complementarias del espacio
muestral. Indicando dx = dz; - - - dz,, la probabilidad de clasificacién errénea
es

pee® = ql/ f1(x)dx+qo fa(x)dx
R3 R}

= / [q1f1(X)—q2f2(x)|dx+qo fo(x)dx+ [ fa (X)dX]
R R3 Ry

*
2

— [ [nfi0)-wh)ixra
R

Indiquemos z = ¢ f1(x)—q2f2(x). Esta ultima integral es minima si R} in-

cluye todas las x tales que z<0 y excluye todas las x tales que z>0. Por

tanto pce* es minima si Ry = Ry, siendo Ry = {x|B(x) <0}. O
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11.3. Clasificacién en poblaciones normales

Supongamos ahora que la distribucién de X, ..., X, en Q1 es N,(p, %1)
y en 2y es N,(pq, 3s), es decir,

£ (%) = 20) P25 exp{—1 (x — ;) B (x — )}

11.3.1. Discriminador lineal

Si suponemos py # o, 21 = 2o = 3, entonces

V(x) = —5(x = ) 271 = pay) + 5 — ) B (x — pay) = L(x),

y por tanto los discriminadores méximo verosimil y lineal, el segundo basado
en el criterio de la minima distancia, coinciden.
Sea « la distancia de Mahalanobis entre las dos poblaciones

o = <N1_IL2),E_1(N1—H2>‘

Consideremos U = (x — p;)'E 7 (e — o). Si x proviene de N,(p,,X), en-
tonces E(U) = 0, var(U) = B[(py—p2) 27 (x = py) (% — 1) B (g — o)
= a, por ser E[(x — p;)(x — py)'] = 3.

Por otra parte, de x—3 (py + py) = Xx—py+3 (g — p,) , vemos que L (x)
= U + 3a. Por lo tanto E(L (x)) = /2, var(L(x)) = .

De X — pty = X — fiy + f1y — pay, también U = (x — p1p)'E 7 (x — 1) + .
Entonces, si x proviene de N,(p,, ), vemos que E(U) = —a, var(U) = a.
Al ser L (x) = U + 3a, deducimos que E(L (x)) = —/2, var(L(x)) = a.

Hemos encontrado la distribucién de la funcién discriminante L(x):

L(x) es N(+
L(x) es N(—

a, ) si x proviene de N, (e, 2),
) P, ) (11.4)
@, @) si x proviene de N, (py, X).

N—= N=

11.3.2. Regla de Bayes

Si suponemos ft; # o, 21 = 2y = X, y conocemos las probabilidades a
priori ¢; = P (1) ,q2 = P (€2), entonces es facil ver que

B(x) = L(x)+ log(a:1/¢2),

y la funcién discriminante de Bayes es el discriminador lineal més la constante
log(q1/qz2)-
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11.3.3. Probabilidad de clasificacién errénea

La probabilidad de asignar x a €2y cuando proviene de N,(p;,X) es
P(L(x) <0|94) = P((L(x)—%a)/\/a) — (I)(_%\/a)’

donde ®(z) es la funcién de distribucién N(0,1). La probabilidad de clasifi-
cacién errénea es

pee = g P(L(x) <0[Q) + ¢2P(L(x) >0[2) = ®(—3Va).

Por tanto pce es una funcién decreciente de la distancia de Mahalanobis
entre las dos poblaciones.

11.3.4. Discriminador cuadratico

Supongamos f; # Mo, 21 # 2. Entonces el criterio de la méxima
verosimilitud proporciona el discriminador

Qx) = X (B =37 x+x' (B 0 — 25 py)
IS o — L3 ey + 1 log [ 3] — Llog |34

Q(x) es el discriminador cuadrdtico. Andlogamente podemos obtener el dis-
criminador cuadrético de Bayes

B(x) =Q(x) + log(q1/¢2)-

11.3.5. Clasificacién cuando los parametros son esti-
mados

En las aplicaciones précticas, p, pty, 21, 232 son desconocidos y se de-
berdn estimar a partir de muestras de tamanos ni, ny de las dos poblaciones
sustituyendo pq, p, por los vectores de medias X;,Xz, y 21, 3o por las ma-
trices de covarianzas Si,Ss. Si utilizamos el estimador lineal, entonces la
estimacion de X serd

S :(n181 + TLQSQ)/(TLl + 712)
y la versiéon muestral del discriminador lineal es

L(x) = [x—1 (% +%)'S7 (%) — ).
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La distribucién muestral de L (x) es bastante complicada, pero la distribucién
asintotica es normal:

E(x) es N(+3a, ) si x proviene de N, (py, ),
L(x) es N(—3, a) si x proviene de N,(p,, ),

donde o = (X; — X5)'S7! (X1 — Xa) .

11.4. Ejemplo

Ejemplo 11.4.1 Copépodos.

Muytilicola intestinalis es un copépodo parésito del mejillén, que en estado
larval presenta diferentes estadios de crecimiento. El primer estadio (Nauplis)
y el segundo estadio (Metanauplius) son dificiles de distinguir.

Sobre una muestra de n; = 76 y ny = 91 copépodos que se pudieron iden-
tificar al microscopio como del primero y segundo estadio respectivamente,
se midieron las variables

[ = longitud, a = anchura,
y se obtuvieron las siguientes medias y matrices de covarianzas:

Estadio-1 Estadio-2
x;= ( 2195 138,1 ) Xy= (2416 1478 )

g _ 4099 1316\ o _ (2109 5797
L=\ -1,316  306,2 27\ 5797 15238

Discriminador lineal

La estimacion de la matriz de covarianzas comun es:

301,4 31,02 )

S = (181 + 12Sy)/(n1 + ny) = ( 31,02 222.6

El discriminador lineal es:

—1
3014 31,02 —221
L(long,anch) = [(1,a) — 3 (461,1, 285,9)] ( 31.02 222.6 > ( —97 >

= —0,069 long — 0,034 anch + 20,94
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i 5 :
T N Estadio 1 Estadio 2
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long

Figura 11.1: Discriminadores lineal y cuadrético en la clasificacién de copépo-
dos en Estadios 1 y 2. La linea recta es el conjunto de puntos tales que L = 0.
La parédbola es el conjunto de puntos tales que () = 0.

La tabla de clasificaciones es:

Estadio asignado

1 2
Estadio 1 61 15
original 2 21 70

Discriminador de Bayes

Una larva, desde que eclosiona estd 4 horas en el estadio 1 y 8 horas
en el estadio 2. Al cabo de 12 horas, la larva pasa a un estadio facilmente
identificable. Por tanto, una larva tiene, a priori, una probabilidad 4/12 = 1/3
de pertenecer al estadio 1 y una probabilidad 8/12 = 2/3 de pertenecer al
estadio 2. Asi ¢; = 1/3, o = 2/3, y el discriminador de Bayes es

B(long, anch) = V (long, anch) +1log(1/2) = —0,069 long — 0,034 anch + 20,24
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Probabilidad de clasificacion errénea

Una estimacién de la distancia de Mahalanobis es

-1
301,4 31,02 22,1 _
(221 -97) ( 31,02 2226 ) ( —9,7 ) = 1,872

La probabilidad de asignar una larva al estadio 1 cuando corresponde al
estadio 2 o al estadio 2 cuando corresponde al estadio 1 es

pee = B(—11/1,872) = B(—0,684) = 0,247.

Discriminador cuadratico

El test de homogeneidad de covarianzas nos da:

131 1 1
— — —)| (18354 — 882,5 — 926, 32) = 26,22

2
S I
X 7 Y90 168

con 3 g.l. Las diferencias entre las matrices de covarianzas son significati-
vas. Por tanto, el discriminador cuadrético puede resultar més apropiado.
Efectuando célculos se obtiene:

Q(long, anch) = 0,0014long® + 0,002 anch® — 0,002 long x anch
—0,445long — 0,141 anch + 72,36

Con el clasificador cuadratico se han clasificado bien 2 individuos més (Fig.
11.1):
Estadio asignado

1 2
Estadio 1 59 17
original 2 17 74

11.5. Discriminacién en el caso de k pobla-
ciones

Supongamos ahora que el individuo w puede provenir de k£ poblaciones
01,0, ..., donde k > 3. Es necesario establecer una regla que permita
asignar w a una de las k poblaciones sobre la base de las observaciones x =
(x1,%2,...,x,) de p variables.
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11.5.1. Discriminadores lineales

Supongamos que la media de las variables en €2; es pu,;, y que la matriz de
covarianzas X es comun. Si consideramos las distancias de Mahalanobis de
w a las poblaciones

2 rs—1 .
M(x,p;) = (x—p)EZ  (x—p;), i=1,...k,
un criterio de clasificacién consiste en asignar w a la poblacién més proxima:

Si M?(x, ;) = min{M?(x, ), ..., M*(x, u;)}, asignamos w a €.
(11.5)

Introduciendo las funciones discriminantes lineales
Lij (x) = (b — 1) S x5 (= ;) =7 (1 + )
es fécil probar que (11.5) equivale a
Si L;; (x) > 0 para todo j # 4, asignamos w a €;.

Ademés las funciones L;; (x) verifican:

L Ly (x) = 5[M?(x, ) — M*(x, p;)).

2. Lijj (x) =—Lj; (x).

3. Ly (x) = Lis (x) — Ly (x).

Es decir, sélo necesitamos conocer k — 1 funciones discriminantes.

11.5.2. Regla de la maxima verosimilitud

Sea f;(x) la funcién de densidad de x en la poblacién ;. Podemos obtener
una regla de clasificacién asignando w a la poblacién donde la verosimilitud
es mds grande:

Si fi(x) = max{fi(x),..., fe(x)}, asignamos w a €.

Este criterio es méds general que el geométrico y estd asociado a las funciones
discriminantes

Vij(x) = log fi(x) — log f;(x).
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En el caso de normalidad multivariante y matriz de covarianzas comiin, se
verifica Vj;(x) = L;j(x), y los discriminadores maximo verosimiles coinciden
con los lineales. Pero si las matrices de covarianzas son diferentes X+, ..., 3,
entonces este criterio dard lugar a los discriminadores cuadraticos

Qu(x) = 3 (57" =27 x+x (7 — 57 o)

_ 1 _
2y = S e+ g log 3] — 5 log |3

11.5.3. Regla de Bayes

Si ademds de las funciones de densidad f;(x), se conocen las probabili-
dades a priori

QI:P(QI>7"'7Qk:P<Qk)7

la regla de Bayes que asigna w a la poblaciéon tal que la probabilidad a
posteriori es maxima

Si ¢ fi(x) = max{q1 f1(x),...,qfe(x)}, asignamos w a €,
estd asociada a las funciones discriminantes
Bij (X) = log fz (X) — IOg fj (X) + 10g<%/q3)

Finalmente, si P(j /i) es la probabilidad de asignar w a 2; cuando en realidad
es de §2;, la probabilidad de clasificacién errénea es

pee =Y g (Z P(J'/Z')) ,
i—1 i

y se demuestra que la regla de Bayes minimiza esta pce.

11.6. Un ejemplo clasico

Continuando con el ejemplo 3.6.2, queremos clasificar en una de las 3
especies una flor cuyas medidas son:

T = 6,8 To = 2,8 T3 = 4,8 Ty = 174



11.6. UN EJEMPLO CLASICO 221

La matriz de covarianzas comun es

0,2650 0,0927 0,1675 0,0384
0,1154 0,05524 0,0327
0,18519 0,0426

0,0418

S:

Las distancias de Mahalanobis (al cuadrado) entre las 3 poblaciones son:

‘Setosa Versicolor Virginica

Setosa 0 89,864 179,38
Versicolor 0 17,201
Virginica 0

Los discriminadores lineales son:
Lug(x) = 3 [M?(2,T2) — M?(2,71)]
Lig(x) = 5 [M?(2,T3) — M?(2,71)]
L23($) = L13(1L‘) - L12(I), L21($) = —L12($)7
L3y (x) = —Ly3(x), Lsa(z) = —Los(x).

La regla de decisién consiste en asignar el individuo x a la poblacion ¢ si

Se obtiene:
Individuo L12 L13 L21 L23 L31 L32 Poblacién
x —51,107 —44,759 51,107 6,3484 44,759 —6,3484 2

Por lo tanto clasificamos la flor a la especie 1. Versicolor.

Para estimar la probabilidad de clasificacién errénea pce podemos omitir
una vez cada individuo, clasificarlo a partir de los demds y observar si sale
bien clasificado (método leaving-one-out). El resultado de este proceso da:

Poblacién asignada
1 2 3
Poblacién 1 50 0 0
original 2 0 48 2
3 0 1 49

Solo hay 3 individuos mal clasificados y la pce estimada es 3/150 = 0,02.
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11.7. Complementos

El Ana&lisis Discriminante se inicia en 1936 con el trabajo de R.A. Fisher
sobre clasificacién de flores del género Iris. A. Wald y T.W. Anderson estu-
diaron las propiedades del discriminador lineal. L. Cavalli y C. A. B. Smith
introdujeron el discriminador cuadrético.

J. A. Anderson, en diversos trabajos, estudié el modelo de discriminacién
logistico. Si definimos

y(w,x) = P(/x) = q1fi(x)/ [0 f1(x) + g2 f2(x)] ,
la regla de clasificacién es
w es de 2 si y(w,x) > 1/2, de Qy en caso contrario.

Entonces el modelo logistico (modelo logit) supone

1

N — _ _,
14 eatBx F(-a—fx),

y(w,x)
donde F(z) = 1/(1 + e ?) es la llamada funcién de distribucién logistica.
Este modelo se estudia en el préximo capitulo. Se pueden obtener otros
modelos cambiando F. Por ejemplo, si escogemos la funcién de distribucion

normal estdndar, entonces obtenemos el llamado modelo probit. Sin embargo,
es preferible el modelo logit (Berkson, 1951; Cuadras, 2006).



Capitulo 12

DISCRIMINACION
LOGISTICA Y OTRAS

12.1. Anadlisis discriminante logistico

12.1.1. Introducciéon

El modelo de regresién logistica permite estimar la probabilidad de un
suceso que depende de los valores de ciertas covariables.

Supongamos que un suceso (o evento) de interés A puede presentarse o
no en cada uno de los individuos de una cierta poblacién. Consideremos una
variable binaria y que toma los valores:

y =1si A se presenta, y =0 si A no se presenta.

Si la probabilidad de A no depende de otras variables, indicando P(A) = p,
la verosimilitud de una tnica observacion y es

L= py(l - p)l—y’

pues L=psiy=1,L=1—psiy=0.
Si realizamos n pruebas independientes y observamos v, . . . , ¥, la verosimi-
litud es

n

L=][r(-p"v =pa—p*

=1

223
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siendo k = > y; la frecuencia absoluta de A en las n pruebas. Para estimar
p resolvemos la ecuacion de verosimilitud

2 InL =0
op
cuya solucién es p = k/n, la frecuencia relativa del suceso A. La distribucion
asintética de p es normal N(p, p(1 — p)/n).
Muy distinta es la estimacién cuando esta probabilidad depende de otras
variables. La probabilidad de A debe entonces modelarse adecuadamente.

12.1.2. Modelo de regresién logistica

Supongamos ahora que la probabilidad p depende de los valores de ciertas
variables X, ..., X,. Es decir, si x = (z1,...,2,) son las observaciones de
un cierto individuo w sobre las variables, entonces la probabilidad de acon-
tecer A dado x es p(y = 1|x). Indicaremos esta probabilidad por p(x). La
probabilidad contraria de que A no suceda dado x serd p(y = 0|x) = 1—p(x).
Es f4cil darse cuenta que pretender que p(x) sea una funcién lineal de x no
puede funcionar correctamente, pues p(x) estd comprendido entre 0 y 1.

Por diversas razones, es muy conveniente suponer un modelo lineal para
la llamada transformacién logistica de la probabilidad

p(x
In |:1_(—p<)x):| = 60 + 61'131 + .+ /Bpxp = BO + B,X, (121)
siendo B = (84, ..., 3,)' pardmetros de regresién. El modelo (12.1) equivale a

suponer las siguientes probabilidades para A y su contrario, ambas en funcién

de x ,
eﬁoJFﬁ X ]_

PO = TP =
Hagamos ahora una breve comparaciéon con el modelo lineal. El modelo
de regresion lineal (véase Capitulo 13) es

y= B+ BT+ -+ Bya, te,

donde se supone que y es una variable respuesta cuantitativa y que e es un
error con media 0 y varianza o?. Usando la misma terminologfa, podemos
entender el modelo logistico en el sentido de que

y = p(x) + e,
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donde ahora y s6lo toma los valores 0 6 1. Si y = 1 entonces e = 1 —p(x) con
probabilidad p(x). Si y = 0 entonces e = —p(x) con probabilidad 1 — p(x).
De este modo, dado x, el error e tiene media 0 y varianza p(x)(1 — p(x)).
Dado un individuo w, la regla de discriminacién logistica (suponiendo
los pardmetros conocidos o estimados) simplemente decide que w posee la
caracteristica A si p(x) > 0,5, y no la posee si p(x) < 0,5 Introduciendo la

funcion discriminante )
p(x
L,(x)=In|—F—],
o{x) [1 —p(X)]

la regla de decisién logistica es

Si Ly(x) > 0 entonces y = 1, si Ly(x) < 0 entonces y = 0.

12.1.3. Estimacién de los parametros

La verosimilitud de una observacién y es L = p(x)Y(1 — p(x))17Y. La
obtencion de n observaciones independientes

(yi, Xi) = (yi, Ti1y - - >$ip)

se puede tabular matricialmente como

n I zyp 12 -+ Ty

Y2 I moy o -+ Ty
y = . s X =

Yn 1 Tp1l Tp2 - Tnp

Nétese que, para poder tener en cuenta el término constante 3, en el modelo,
la primera columna de X contiene unos.
La verosimilitud de n observaciones independientes es

n

L= TTpbx)01 - plox)]*

=1

Tomando logaritmos

InlL = Zyi Inp(x;) + (1 — y;) In[1 — p(x;)].

i=1
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A fin de hallar los estimadores maximo verosimiles de los pardmetros 3 de-
beremos resolver las ecuaciones

0
—InL=0, 57=0,1,...,p.
9B,

Se tiene Inp(x;) = By + B1x; — In(1 + Po™1%1)  Tuego

Js] eB +6'x;
8_60 h’lp(XZ) =1- 1+eoﬁo+ﬁ’xi =1- p(XZ)
eBo+8'x
% Inp(x;) =z — l'ijm = x;;(1 — p(x;))
Anslogamente derivarfamos In(1 — p(x;)) = — In(1 + %+51%) Se obtienen

entonces las ecuaciones de verosimilitud para estimar los pardmetros (3,

Z?:l(yi —p(x;)) =0,
Sy (i — p(x) =0, j=1,....p. (12.2)

Utilizando el vector y, la matriz X y el vector de probabilidades m(X) =
(p(x1)...,p(x,)), estas ecuaciones se pueden escribir como

X'n(X) = X'y,

siendo comparables con las ecuaciones normales (Capitulo 13) X'X3 = XY,
para estimar los pardmetros 3 del modelo lineal y = X3+ e, salvo que ahora
el modelo X3 es m(X), que depende de 8. Sin embargo las ecuaciones (12.2)
no se pueden resolver explicitamente, debiéndose recurrir a procedimientos
numéricos iterativos. Véase Pena (2002).

12.1.4. Distribucién asintética y test de Wald

Indiquemos por B = (B, ;,...,0,)" la estimacién de los pardmetros.
Aplicando la teoria asintética de los estimadores méaximo verosimiles, la ma-
triz de informacién de Fisher es Iy = X'VX, siendo

p(x1)(1 —p(x1)) - 0
V= : :
0 o p(xa) (1= p(xn))

La distribucién asintética de B es normal multivariante N,.1(8 , Igl). En par-

ticular, la distribucién asintética del pardmetro El es normal N ( Z4,va,1"(Bi)),
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donde V&T(Bi) es el correspondiente elemento diagonal de la matriz inversa
|
B

El llamado test de Wald para la significacién de [3; utiliza el estadistico

z = Bz/ Var(gi)y

con distribucién asintética N(0,1), o bien 22

conlg. L
Si se desea estudiar la significacién de todos los pardmetros de regresion,
el test de Wald calcula

con distribucién ji-cuadrado

~/ o~
w = ﬁ 1,8167
con distribucion asintética ji-cuadrado con p 4+ 1 g. 1. bajo la hipétesis nula

B=o0.

12.1.5. Ajuste del modelo

En regresién logistica se obtiene el ajuste del modelo calculando la verosimi-
litud L del modelo (estimando los pardmetros por maxima verosimilitud) y
utilizando el llamado estadistico de desviacién:

D = —21In L(modelo de regresion).

Se puede interpretar D como menos dos veces la razén de verosimilitudes del
modelo ajustado y el modelo saturado

D= —91n L(modelo de regresion)

L(modelo saturado)

El modelo saturado es el que posee tantos pardametros como observaciones.
En nuestro caso

n
L(modelo saturado) = H y¥ox (1 —g)tv) = 1.
i=1
Supongamos ahora que deseamos estudiar la significacién de una o varias
covariables. En particular, la significacién de un coeficiente de regresion: Hy :
B; = 0. Utilizando la desviacién D calcularemos

G = D (modelo sin las variables) — D(modelo con las variables)
L(modelo sin las variables)

—21 .
. L(modelo con las variables)
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Sensibilidad

00 02 04 g8 08 g
1- Especificidad

Figura 12.1: Curva ROC que representa las curvas 1-Especificidad y Sensi-
bilidad. La curva 2 indicarfa que los datos poseen mejor capacidad de dis-
criminacién que la curva 1.

Si queremos estudiar la significaciéon de k variables, entonces la distribucién
asintética de G es ji-cuadrado con k g. 1. En particular £ = 1 si sélo estudi-
amos la significaciéon de una variable.

12.1.6. Curva ROC

Supongamos que la poblacién consiste en individuos que poseen un tumor,
el cual puede ser maligno (suceso A), o benigno (contrario de A). La regla
de discriminacién logistica

Si p(x) > 0,5 decidimos que y = 1

puede resultar insuficiente en este caso, pues bastantes individuos podrian
ser clasificados como tumor benigno siendo maligno.
Se llama sensibilidad a la curva

Se(t) =P(p(x) >t|ly=1), 0<t<1.

Variando t, la curva Se va dando la proporcién de individuos a los que se
detecta tumor maligno. Para t = 0 todos los individuos resultarian malignos,
y para t = 1 todos resultarfan benignos.
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Se llama especificidad a la curva
Es(t) = P(p(x) <tly=0), 0<t<1

Variando ¢, la curva Es va dando la proporcién de individuos a los que se
detecta tumor benigno. Para ¢ = 0 todos los individuos resultarfan benignos,
y para t = 1 todos resultarfan malignos. Es un problema importante en
diagnosis médica determinar el valor de corte ¢ tal que detecte el mayor
nimero de tumores malignos, sin cometer demasiados errores (decidir que es
maligno cuando en realidad es benigno).

La curva ROC (Receiving Operating Characteristic) resume las dos curvas
de sensibilidad y especificidad. Es la curva que resulta de representar los
puntos

(1 —Es(t),Se(t)) 0<t<1,

es decir, 1-Especificidad en el eje OX, y la Sensibilidad en el eje OY. La curva
ROC esté por encima de la diagonal, y cuanto més se aparta de la diagonal,
mejor es la discriminacién (Figura 12.1).

En el caso de que la curva coincida con la diagonal, se tiene que

Se(t) = P(p(x) > tly = 1) =1 = Es(t) = P(p(x) > tly = 0).

Entonces no es posible distinguir entre las dos poblaciones. Es decir, ten-
drfamos que la funcién discriminante logistica Ly(x) = In[p(x)/(1 — p(x))]
tiene exactamente la misma distribucién tanto si y = 1 como si y = 0.

El drea bajo la curva ROC es siempre mayor o igual que 0,5. Un valor
a partir de 0,8 se considera como que la discriminacién es buena. Un valor
a partir de 0,9 se considerarfa como muy bueno. La discriminacién seria
perfecta si el drea vale 1. Véase Hosmer y Lemeshow (2000).

Ejemplo 12.1.1 Bebés.

En un estudio epidemiolégico sobre n = 189 mujeres que han tenido un
bebé, se intenté estudiar las causas (edad, peso antes embarazo, fumar, etc.)
que provocan el nacimiento de un bebé prematuro. Se considera que un bebé
es prematuro si su peso estd por debajo de los 2500 gramos. Visitando la
pagina web

http://www.umass.edu/statdata/statdata/
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(—Data sets, Regression-Logistic) se puede bajar el archivo “Low Birth-
weight”. Consideramos LOW como variable dependiente (0 si peso mayor
2500gr, 1 si menor que 2500gr) y las variables predictoras Edad, Peso (peso
de la madre), Raza (1=blanco, 2=negro, 3=otros), Fumadora (0=no fuma,
1=fuma), Visitas (nimero de visitas al médico durante el primer trimestre).
En el archivo original las variables se denominan: age, weight, race, smoke,
visits.

Las estimaciones de los pardmetros 3,3, ..., sus desviaciones tipicas
y el estadistico de Wald se dan en el siguiente cuadro. La variable Raza
(categorica con 3 estados), se desglosa en 2 variables binarias.

Variable 16 ST(5) Wald g. L P

Edad —0,022 0,035 0,41 1 0,522
Peso —0,012 0,006 3,76 1 0,052
Raza 7,79 2 0,020
Raza 1 —0,94 041 5,07 1 0,024
Raza_ 2 0,289 0,52 0,30 1 0,583
Fumadora 1,063 0,38 7,64 1 0,006
Visitas —0,008 0,16 0,002 1 0,963
Constante 1270 1,02 154 1 07214

D = —2log(verosim) 214,57

Con el modelo considerando el término constante y 5 variables (Edad,
Peso, Raza, Fumadora, Visitas), obtenemos D = —2In(modelo) = 214,575.
Considerando el término constante y 3 variables (Peso, Raza, Fumadora),
obtenemos D = —2In(modelo) = 215,05. La diferencia entre las dos desvia-
ciones 215,05 — 214,575 = 0,475 es ji-cuadrado con 3 g. 1., no significativo.
Luego no hay ventaja en incluir las variables Edad y Nimero de visitas.

La regla estdndar de decision en regresién logistica es:

Si p(x) > 0,5 el bebé tiene el peso bajo, en caso contrario es normal.

El valor de corte 0,5 se puede alterar para mejorar la Sensibilidad (detectar
un bebé con peso bajo) o la Especificidad (detectar un bebé con peso normal).
En la siguiente tabla vemos que si disminuye el punto de corte, detectamos
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mas bebés de bajo peso, pero menos de peso normal.

Corte

0,1
0,3
0,5
0,7
0,9

% Normales pred. % Peso bajo pred.

9,2 100
50,0 76,3
93,8 15,3
100 1,7
100 0

La curva ROC es el grafico conjunto de 1-Especificidad (eje horizontal) y
la Sensibilidad (eje vertical), variando la probabilidad de corte. La diagonal
indicaria empate (no se distingue entre bebé de bajo peso y bebé normal).
El drea bajo la curva ROC es 0,5 en el peor de los casos (que la curva ROC
coincida con la diagonal). En este ejemplo (Figura 12.2) el drea vale 0,684,
indicando que el modelo posee una capacidad de prediccién moderada.

Sensibilidad

Curva ROC

05

05—

0,4

0,2

00

00

T T T T
02 04 06 08 10

1 - Especificidad

Figura 12.2: Curva ROC que representa la Sensibilidad frente a
1—Especificidad, para los datos de bebés con bajo peso.
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12.1.7. Comparacion entre discriminador lineal y logis-
tico

En el modelo logistico conocemos la probabilidad p(x) de y = 1 dados los
valores x
eﬁo"l‘ﬁ’x
PO = T3

Bajo normalidad N,(p, %), N,(py, X) con probabilidades a priori ¢; =
go = 1/2, y utilizando el discriminador lineal, la probabilidad de y = 1 (es
decir, de la poblacién N,(p,,3)) dado x es

—5(x—py)' B (x—py)

X e 2

Ply—tp) =1 e —
fl(X)—l—fg(X) e~ a(x—m)'2 (X—N1)+e—§(X—No)2 (x—po)

Multiplicando numerador y denominador por 3 (c—h0) 2! (x—p1o) y tenien-
do en cuenta que —1(x — 1)) E 7 (x— py ) + 5 (x — pg)' B (x — py) = —L(x),
donde

L(x) = {X—% (ko + ul)} 5 (ko — 11)

es el discriminador lineal, vemos que

e—L(x)
Ply =1k = 1m0

Puesto que —L(x) = 3, + B'x siendo

1 P _
50:_§(N1+ﬂ0) Y 1(”1_N0)> B=X 1(#1_N0)7

conseguimos obtener el modelo logistico a partir del discriminador lineal. Sin
embargo, el modelo normal es més eficiente. En realidad el modelo logistico
sirve para la clase de distribuciones pertenecientes a la familia exponencial,
que incluye la normal. Al ser el logistico un modelo m&s amplio y robusto,
pierde en eficiencia.

Efron (1975) calculé analiticamente la eficiencia relativa (cociente entre
las probabilidades de clasificacion errénea) del modelo logistico respecto al
lineal normal. La eficiencia relativa asintética es una funcién de /a siendo
a la distancia de Mahalanobis entre las dos poblaciones:

a = (py—po) S (11— po)-
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Para ¢; = qo = 1/2 (el caso mds favorable para el discriminante logistico),
la eficiencia es la misma (vale 1), para valores muy pequenos de «, y decrece
hasta 0.343 para o = 16 (la probabilidad de error en el caso logistico es tres
veces mayor que en el normal si « es grande). Los valores son:

va | 0 0,5 1 1.5 2 2,5 3 3,5 4

Eﬁciencia|1,000 1,000 0,995 0,968 0,899 0,78 0,641 0,486 0,343

Continuando con el ejemplo 11.4.1, el discriminador lineal (suponiendo
normalidad e igualdad de matrices de covarianzas) es:

L(long,anch) = —0,069 long — 0,034 anch + 20,94

En este ejemplo \/a = /1,872 = 1,368. La eficiencia del discriminador logfs-
tico con respecto al lineal normal es del orden de 0,98.
Aplicando el modelo logistico, se obtiene

Variable g ST(5) Wald g.1. p valor
Amplitud 0,069 0,012 31,21 1 0,000
Anchura 0,031 0,013 5859 1 0,015
Constante —920,23 3,277 3815 1 0,000

D = —2In(verosim) 167,12

Las probabilidades de que un copépodo con longitud [ y anchura a pertenezca
al estadio 1 y al estadio 2 son, respectivamente:

1 e—20,23+0,069l+0,031a

1 + —20,23+0,0691+0,081a’ | | —20,2340,069/+0,031a

Por ejemplo, si [ = 248, a = 160, entonces las probabilidades son 0,136 y
0,863, y el copépodo serfa asignado al estadio 2. Los resultados practicamente
coinciden con el discriminador lineal (Figura 12.3).

12.2. Anadlisis discriminante basado en dis-
tancias

Los métodos que hemos descrito funcionan bien con variables cuantitati-
vas o cuando se conoce la densidad. Pero a menudo las variables son binarias,
categéricas o mixtas. Aceptando y aplicando el principio de que siempre es
posible definir una distancia entre observaciones, es posible dar una versién
del anélisis discriminante utilizando solamente distancias.
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Figura 12.3: Curvas ROC para el discriminador lineal y el logistico (izquier-
da). Ambas curvas son indistinguibles (derecha), indicando la misma eficien-

cia para discriminar entre los dos estadios. El drea bajo la curva ROC es
0,838.

12.2.1. La funcién de proximidad

Sea (2 una poblacién, X un vector aleatorio con valores en F' C RP y
densidad f (x1,...,x,) . Sea ¢ una funcién de distancia entre las observaciones
de X. Definimos la variabilidad geométrica como la cantidad

Vs (X) =4 [ 8 6e) £ )iy

Vs (X) es el valor esperado de las distancias (al cuadrado) entre observaciones
independientes de X.

Sea w un individuo de Q, y x = (1, ..., :Up)' las observaciones de X sobre
w. Definimos la funcién de proximidad de w a €2 en relacién con X como la
funcién

95 (x) = E[0* (x,X)] - V5(X) = / S (x,t) f(t)dt—V5s(X).  (12.3)

F

qbz(; (x) es la media de las distancias de x, que es fija, a t, que varia aleato-
riamente, menos la variabilidad geométrica.
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Teorema 12.2.1 Supongamos que existe una representacion de (F,§) en un
espacio L (Euclideo o de Hilbert)

(F,6) — L
con un producto escalar < .,. > y una norma HZH2 =<2,z >, tal que

0% (x,y) = ¥ () = ¢(y)|*,
donde ¥ (x) ,¥(y) € L son las imdgenes de x,y. Se verifica:

= Vs(X) = E([[v (X)I") ~ 1B (X))
= 05 (x) = ¢ (x) = B (X)]*

En consecuencia, podemos afirmar que la variabilidad geométrica es una
varianza generalizada, y que la funcién de proximidad mide la distancia de
un individuo a la poblacién.

12.2.2. La regla discriminante DB

Sean (21, {25 dos poblaciones, d una funcién distancia. d es formalmente la
misma en cada poblacién, pero puede tener diferentes versiones d1, 95 , cuan-
do estemos en 21, {29, respectivamente. Por ejemplo, si las poblaciones son
normales N, (u;,%;),i = 1,2, y consideramos las distancias de Mahalanobis

Sxy)=x-y)S ' (x-y), i=12,

lo tnico que cambia es la matriz X. Debe quedar claro que ¢ depende del
vector aleatorio X, que en general tendrd diferente distribucién en €2 y €,.
Seguidamente, mediante (12.3), encontraremos las funciones de proxi-
midad ¢7, ¢3, correspondientes a €, €. Sea w un individuo que queremos
clasificar, con valores x = X (w).
La regla de clasificacién basada en distancias (DB, distance-based) es:

Si ¢? (x) < ¢5(x) asignamos w a €,
en caso contrario asignamos w a €.

Teniendo en cuenta el Teorema 12.2.1, se cumple
67 (%) = ¢ (x) = B, (0 X)|*, i=1,2,

y por tanto la regla DB asigna w a la poblacién mds préxima. La regla DB
solamente depende de las distancias entre individuos.
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12.2.3. La regla DB comparada con otras

Los discriminadores lineal y cuadratico son casos particulares de la regla
DB.

1. Si las poblaciones son N, (g1, 21), N, (115, 32) v 0° es la distancia de
Mahalanobis entre observaciones 6*(x,y) = (x —y)' 7' (x — y), en-
tonces las funciones de proximidad son

d7 (x) = (x — p;) 27" (x — py)
y el discriminador lineal es

L(x) =1 [¢5(x) — ¢} (x)] .

2. Si las poblaciones son N, (1, 31), N, (9, 22) y 07 es la distancia de
Mahalanobis mds una constante

5 (x,y) =(x—y)Z ! (x—y)+1log|%i| /2 X #Yy,
=0 X =y,

entonces el discriminador cuadrético es
Q(x) =3 [¢ (x) — ¢; (x)] .

3. Si d es la distancia euclidea ordinaria entre observaciones, la regla DB
equivale a utilizar el discriminador

E(x)=[x— % (o1 + o)) (g — pag) (12.4)

conocido como discriminador Euclideo. E (x) es 1itil en determinadas
circunstancias, por ejemplo, cuando la cantidad de variables es grande
en relacién al nimero de individuos, pues tiene la ventaja sobre L(x)
de que no necesita calcular la inversa de 2.

12.2.4. La regla DB en el caso de muestras

En las aplicaciones précticas, no se dispone de las densidades f(x), fa(x),
sino de dos muestras de tamafios ny,ns de las variables X = (Xj,..., X},) en
las poblaciones €2y, y. Sea A; = (0;;(1)) la matriz n; x n; de distancias
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entre las muestras de la primera poblacién, y Ay = (0;;(2)) la matriz ny X ngy
de distancias entre las muestras de la segunda poblacién. Indicamos (las
representaciones euclideas de las muestras) por

X1, Xogy eeey X muestra de €y,

" 12.5
Y1, Y2 - Yoy muestra de (o, ( )
€S dGCiI', (5ZJ<].) = 5E(Xz’7xj>; 5Z](2) = 5E(yZ7YJ>
Las estimaciones de las variabilidades geométricas son:
~ 1 & ~ 1 &
2 2
Vi :2_712 Z(Sz’j (1), V2:2—ng 5@'(2)'
1y=1 245=1
Sea w un individuo, §;(1),i = 1,...,ny, las distancias a los n; individuos
de Q; y 0;(2),i =1,...,n9, las distancias a los ny individuos de Q5. Si x son

las coordenadas (convencionales) de w cuando suponemos que es de €, y
andlogamente y, las estimaciones de las funciones de proximidad son

~2 1 " ~ ~2 1 12 ~
=—> &) -V, =—) 5(2) - Va
¢1 <X) ny p z( ) 1 ¢2 (y) o pa 'L( ) ‘/2
La regla DB en el caso de muestras es

. ~2 ~2 .
Si ¢y (x) < ¢o(y) asignamos w a €y,
en caso contrario asignamos w a )s.

Esta regla solamente depende de distancias entre observaciones y es preciso
insistir en que el conocimiento de x,y, no es necesario. La regla DB clasifica
w a la poblacién més proxima:

Teorema 12.2.2 Supongamos que podemos representar w y las dos muestras
en dos espacios euclideos (posiblemente diferentes)

X7X17X27"'7Xn1€Rp7 Y7y17y2>"'7yn2€Rq7
respectivamente. Entonces se cumple
~2 _ ~2 _
¢1 (X) = dzE (X>X) ) ¢2(y> - d2E (Y7Y) )

donde X, y son los centroides de las representaciones euclideas de las mues-
tras.
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Demost.: Consideremos X, Xy, X, ..., X,,, X= ( Y_.—, X;)/n. Por un lado
n

1 } : 2 _

n d (Xi7x) -
i=1

n
1 / / ——
= = g X;X; + X X—2X X.
i=1

n

Z(Xi —x)'(x; — x)

=1

S|

Por otro lado

n
e ) Pxx) = g Y (a—x) (- x)

4,j=1 1,j=1

n
_ 1 . _ Fw
= EE X, X; —XX.
i=1

Restando .
¢ (x) = x'x+XX—2X'x =d}, (x,X) . O

Ejemplo 12.2.1 Diagnosis.

Krzanowski (1975) ilustra el llamado “location model” para llevar a cabo
andlisis discriminante con variables mixtas (cuantitativas, binarias, categori-
cas). Los datos describen un grupo de 137 mujeres, 78 con tumor benigno
y 59 con tumor maligno, con respecto a 7 variables cuantitativas, 2 binarias
y 2 categéricas (con tres estados cada una). Véase Krzanowski (1980) para
una descripcién de los datos.

Tomando los 137 casos, se calcula el nimero de individuos mal clasifica-
dos utilizando el discriminador lineal LDF (11.2), el discriminador euclideo
(12.4), el “location model” LM (que ajusta un discriminador lineal para cada
combinacién de las variables categéricas) y el discriminador DB basado en
distancias, utilizando el coeficiente de similaridad de Gower (8.12) para vari-
ables mixtas y transformandolo en distancia mediante (8.8). Los resultados
estdn contenidos en la siguiente tabla. Con el método DB se clasifican mal
s6lo 39 mujeres. Véanse otros ejemplos con datos mixtos en Cuadras (1992b).

Tumor Benigno Maligno | Total

Casos 78 59 137
LDF 31 27 58
EDF 29 37 56
LM 21 24 45

DB 18 21 39
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12.3. Complementos

Albert y Anderson (1984) probaron que en el modelo logistico, los esti-
madores maximo verosimiles de los pardmetros no existen si hay completa
separacion de las muestras de las dos poblaciones. Ademas, si las muestras es-
tdn muy diferenciadas, las estimaciones de los pardmetros no funcionan. Por
ejemplo, en el caso de los datos de flores del género Iris, (véase Tabla 3.2),
las estimaciones resultan demasiado grandes y no son correctas. Longford
(1994) estudié la funcién de verosimilitud en el modelo de regresién logistica
con coeficientes de regresion aleatorios.

Existen otros métodos de andlisis discriminante, algunos no-paramétricos,
otros para variables mixtas, como el método del niicleo, del vecino més pré-
ximo, el basado en el “location model” de Krzanowski (1975), etc. Constiltese
McLachlan (1992).

Los métodos de anlisis discriminante basados en distancias pueden abor-
dar todo tipo de datos y han sido estudiados por Cuadras (1989, 1992b, 2008),
Cuadras, Fortiana y Oliva (1997), Cuadras y Salvo (2018a). Estos métodos
permiten mejorar la ordenacién y formacién de clusters, véase Anderson y
Willis (2003) y De Céceres et al. (2006).

Dadas dos poblaciones N, (g1, 3) y N,(pt4, ), el problema de la tipicidad
consiste en decidir si una observacién x proviene de la mixtura

Np(@ﬂl + (1 o a)ru‘Za 2)7 0<ac<l,

o de una tercera poblacién N,(p5,X). Por ejemplo, en una prospeccién ar-
queolégica puede interesar averiguar si un craneo pertenece a un mismo grupo
humano (en el que hay hombres y mujeres), o bien a otro grupo distinto. Este
problema ha sido estudiado por Rao (1973) y Bar-Hen y Daudin (1997) para
datos normales. Para datos en general se puede abordar también mediante
distancias, véase Cuadras y Fortiana (2000). El caso de varias poblaciones ha
sido estudiado por Bar-Hen (2001) e Irigoien y Arenas (2008). En Jauregui
et al. (2011) se lleva a cabo una interesante aplicacién a la robética.
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Capitulo 13

EL MODELO LINEAL

13.1. El modelo lineal

Supongamos que una variable observable Y depende de varias variables
explicativas (caso de la regresién multiple), o que ha sido observada en dife-
rentes situaciones experimentales (caso del andlisis de la varianza). Entonces
tendremos n observaciones de Y, que en muchas situaciones aplicadas, se
ajustan a un modelo lineal

yi:xilﬁl+$i262+"'+$imﬁm+ei7 izlv"'7n7 (131>

que en notacién matricial es

n T11 T12 - Tim 51 €1
Y2 To1 T2 -+ Tom 52 €9
— ) +
Yn Tpl Tp2 - Lnm 6m €n

Los elementos que intervienen en el modelo lineal son:
1. El vector de observaciones:

y = 1,92, >yn)l-
2. El vector de pardmetros:

/8 = (617627 e 76m),'

241
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3. La matriz de diseno:

T11 T12 0 Tim

To1 T2 - Tom
X =

Tp1 Tp2 - Tpm

4. El vector de desviaciones aleatorias:
e= (e, eg,...,6,)
La notacién matricial compacta del modelo es:
y=X3+e.

Solamente y y X son conocidas. En los modelos de regresién, X contiene
las observaciones de m variables explicativas. En los modelos de andlisis de
la varianza, X contiene los valores 0,1 6 —1, segin el tipo de diseno experi-
mental que siguen los datos.

13.2. Suposiciones basicas del modelo

Supongamos que las desviaciones aleatorias o errores e; del modelo lineal
se asimilan a n variables aleatorias con media 0, incorrelacionadas y con
varianza comin o2, es decir, satisfacen:

1. E(e;) =0, i=1,...,n.
2. E(ee;) =0, i#j=1,...,n.
3. var(e;)) =02, i=1,...,n.

Estas condiciones equivalen a decir que el vector de medias y la matriz
de covarianzas del vector e = (eq, es,...,e,)" son:

E(e)=0, X = o’1,.

Si podemos suponer que los errores son normales y estocdsticamente in-
dependientes, entonces estamos ante un modelo lineal normal

y ~N,(X8,0°L,).

El valor r = rango(X) es el rango del disefio. Se verifica r < m y cuando
r = m se dice que es un modelo de rango méaximo.
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13.3. Estimacion de parametros

13.3.1. Parametros de regresion

La estimacién de los pardmetros 8 = (f,,...,0,,) en funcién de las
observaciones y = (41, - .., ¥,) , se plantea mediante el criterio de los minimos

-~

cuadrados (LS, “least squares”). Se desea encontrar B = (Bl, ..., B,,) tal que

n

de=(y—XB)(y—-XB)=> (yi—zaBi — ... — timB,)’  (132)

i=1

sea minimo.

Teorema 13.3.1 Toda estimacion LS de 3 es solucion de las ecuaciones
X'X3 =Xy (13.3)

denominadas ecuaciones normales del modelo.

Demost.:
ee=(y — X8)'(y — XB) = y'y—28X'y + 8X'X8.
Derivando vectorialmente respecto de 3 e igualando a cero
0
%e’e = 2X'y+2X'X3 =0
obtenemos (13.3). O

Distinguiremos dos casos segin el rango del diseno.
a) r = m. Entonces la estimacién de 3 es tnica:

B =(X'X)"'Xy. (13.4)

b) r < m. Cuando el disefio no es de rango méximo una solucién es

~

B = (X'X) Xy,

donde (X'X)™ es una inversa generalizada de X'X.
La suma de cuadrados residual de la estimacién de 3 es

R =(y-XB)(y—-XB)=> (4 — )%
i=1
siendo R R
Vi =xiuf 4+ B
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13.3.2. Varianza

La varianza comin de los términos de error, o =var(e;), es el otro

pardmetro que debemos estimar en funcién de las observacionesy = (y1, - .., yn)’
y de X. En esta estimacion interviene de manera destacada la suma de
cuadrados residual.

Lema 13.3.1 Sea C,(X) el subespacio de R" de dimension r generado por
las columnas de X. Entonces E(y) = X3 €C,.(X) ye=y — X3 es ortogonal
a C.(X).

Demost.: Por las ecuaciones normales
X'e =X'(y - XB) =Xy - X'X3 = 0. O

Teorema 13.3.2 Seay = X3 + e el modelo lineal donde e satisface las su-
posiciones basicas del modelo (Seccion 13.2). Entonces el estadistico

7 = R}/(n =)

siendo R% la suma de cuadrados residual y r = rango(X) el rango del modelo,
es un estimador insesgado de o>.

Demost.: Sea T = [t,,...,t,,t,11,...,t,] una matriz ortogonal tal que sus
columnas formen una base ortonormal de R", de manera que las r primeras
generen el subespacio C,(X) y por tanto las otras n — r sean ortogonales a
C,(X). Definimos z = T'y. Entonces z =(21, ..., 2,) verifica

E(z) =t XB =mn, sii<r,
=0 siz>r,

pues t; es ortogonal a C,.(X) si i > r. Consideremos e=y — X/3. Entonces
T’e= z — T'X(3, donde las r primeras componentes de T'€ son cero (por el

lema anterior) y las n —r componentes de T XB son también cero. Por tanto
T'e es
Te=(0,...,0,241,...,2,)

y en consecuencia

n
Ri=ee=eTTe= ) 2

i=r+1
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La matriz de covarianzas de y es ¢2I,, y por ser T ortogonal, la de z es
también oI,,. Asi

y por tanto

ER}) = > E(z})=(n—r)" O

i=r+1

Bajo el modelo lineal normal, la estimacién de 3 es estocdsticamente
independiente de la estimacién de o2, que sigue la distribucién ji-cuadrado.

Teorema 13.3.3 Sea y ~N,(X3,0%L,) el modelo lineal normal de rango
mdzximo m = rango(X). Se verifica:

1. La estimacion LS de B es también la estimacion mdximo verosimil de
B. Esta estimacion es ademds insesgada y de varianza minima.

2. B ~ Nu(B,02(X'X)7H.

3. U=(B-B)XX(B-B)/o? ~ x>

4. [Ai es estocdsticamente independiente de R2.

5. R:jo? ~ 2 .

En general, si r =rango(X) < m, se cumple que R%/0? sigue la distribu-

cién x2 . Véase el Teorema 13.5.1.

13.4. Algunos modelos lineales

13.4.1. Regresién maultiple

El modelo de regresiéon muiltiple de una variable respuesta Y sobre m
variables explicativas X1,...,X,, es

y2260+$11ﬁ1++x1m5m+617 Z:Lana (135>
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donde y; es la i-ésima observaciéon de Y, y x;1, ..., x;, son las i-ésimas obser-
vaciones de las variables explicativas. La matriz de diseno es

Iz o o1

1 @91 -+ oy
X =

1 Tp1 - Tpm

13.4.2. Diseno de un factor

Supongamos que una variable observable Y ha sido observada en k£ condi-
ciones experimentales diferentes, y que disponemos de n; réplicas (observa-
ciones independientes de Y') v;1, .. ., ¥in, bajo la condicién experimental i. El
modelo es

Yn=p+a;+epn, 1=1,...k; h=1,...n; (13.6)

donde p es la media general y «; es el efecto aditivo de la condicién i. Las
desviaciones aleatorias e;;, se suponen normales independientes. En el modelo
(13.6), se supone la restriccién lineal

ap + - 4a =0,

y por tanto cabe considerar solamente los parametros p,aq,...,a;_1. Por
ejemplo, si k = 3,n; = ny = 2, ng = 3, las matrices de diseno inicial X (de
rango r = 3 < m = 4) y restringida X (de rango maximo), son:

o Qp p Q3 nooap Qo
1 1 0 O 1 1 0
1 1 0 0 1 1 0
1 0 1 0 _ 1 0 1
X = 1 0 1 0 [, X = 1 0 1
1 0 0 1 1 -1 -1
1 0 0 1 1 -1 -1
1 0 0 1 1 -1 -1

13.4.3. Diseno de dos factores

Supongamos que las n = a X b observaciones de una variable observable
Y se obtienen combinando dos factores con a y b niveles, respectivamente,
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denominados factor fila y columna (por ejemplo, produccién de trigo obtenida
en 9 = 3 x 3 parcelas, 3 fincas y 3 fertilizantes en cada finca). El modelo es

yij:H+04i+6j+eij7 (137)

donde p es la media general, a; es el efecto aditivo del nivel i del factor fila, 3;
es el efecto aditivo del nivel j del factor columna. Las desviaciones aleatorias
e;; se suponen normales independientes. En el modelo (13.6) se suponen las

restricciones lineales
a b
i=1

=1

(13.8)

Por ejemplo, si a = b = 3 las matrices de disenio de (13.7) y teniendo en
cuenta (13.8), son:

poon o oz By By B B

H 1 P2
1100100 1 1 0 1 0
1010100 1 0 1 1 0
1001100 1 -1 -1 1 0
1100010 N 1 1 0 0 1
X=|1010010 =11 0o 1 0 1
1001010 1 -1 -1 0 1
1100001 1 1 0 -1 —1
1010001 1 0 1 -1 —1
1001001 1 -1 -1 -1 —1
13.5. Hipdtesis lineales

Consideremos el modelo lineal normal y = X3 + e. Una hipétesis lineal
es una restriccién lineal sobre los parametros 8 del modelo.

Definicién 13.5.1 Una hipdtesis lineal de rango t sobre los pardmetros 3 es
una restriccion lineal

hiiBi 4 -+ himB,, =0,

Indicando la matrizt X m, cont < m filas linealmente independientes,

i=1,... .t

H=
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la notacion matricial de una hipotesis lineal es
Hy:HB =0. (13.9)

Definicién 13.5.2 Una hipdtesis lineal es demostrable si las filas de H son
combinacion lineal de las filas de X. Dicho de otra manera, si existe una
matriz A de orden t X n tal que

H=AX.

Observaciones:

a) Suponemos que la matriz H es de rango t.

b) Solamente podremos construir un test (el test F') para decidir si podemos
aceptar o no una hipoétesis lineal si esta hipdtesis es “demostrable”.

c) Es evidente que si el modelo es de rango méximo, r = rango(X) = m,
cualquier hipétesis lineal es demostrable.

Cuando una hipdtesis (13.9) es cierta, los pardmetros 3 se convierten en
0 y la matriz de diseno X en X. Asf el modelo lineal, bajo Hy, es

y =X0 +e. (13.10)

Para obtener (13.10), consideramos los subespacios F'(H),F(X) generados
por las filas de H y X. Entonces F(H) CF(X) CR™. Sea C una matriz m x
(r—t) tal que F(C') CF(X) y HC = 0. En otras palabras, las columnas de
C pertenecen a F'(X) y son ortogonales a F'(H). Si definimos los pardmetros
0 = (0,...,0,_) tales que

B =Co,

entonces H3 = HCO = 0 y el modeloy = X3 + e, bajo la restriccion H3 = 0,
se transforma en (13.10), siendo

X = XC.

La estimacién LS de 0 es .
0= (XX) Xy
y la suma de cuadrados residual es

~ o~

R} = (y—X0) (y—X0).
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También se puede probar que la estimacién LS de los parametros 3, bajo
la restriccion (13.9), es

By = B—(X'X) H/(H(X'X) H')'Hf
y la suma de cuadrados del modelo lineal es
R% =(y - XBH)/Q’ - XBH)

Fl siguiente teorema es conocido como Teorema Fundamental del Analisis
de la Varianza.

Teorema 13.5.1 Seay ~N, (X3,0%L,) el modelo lineal normal y planteemos
la hipdtesis lineal demostrable Hy : HB = 0 de rango t. Consideremos los es-
tadisticos

Ry = (y —XB) (y - XB), R}=(y—XBu)(y - XBx).
Se verifica:
1. R3/o* ~ X;
2. Si Hy es cierta
Ry

2
g2 At o

R? - R2

2
2 ~ Xta
stendo r' =r — t.

3. Si Hy es cierta, los estadisticos (R? — R2) y R2 son estocdsticamente

independientes.
Demost.: Observemos primero que bajo el modelo lineal normal, ¥, ..., y,
son normales independientes, y 21, . .., z, (véase Teorema 13.3.2) son también

normales independientes.

1. Cada z; es N(0,0?) para i > r. Luego R2/0? es suma de (n—r) cuadra-
dos de variables N(0, 1) independientes.

2. Si la hipdtesis lineal es cierta, la matriz de disenio X se transforma en
X= XC, es decir, las columnas de XC son combinacién lineal de las
columnas de X. Podemos encontrar una matriz ortogonal

T=[t;, - te tosr, st b, oot
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tal que
Cr(XC) = [ty,...,t] C C(X) = [t,....t,]

Siguiendo los mismos argumentos del Teorema 13.3.2, tenemos que
R} = Z A
i=r'41
y R?/0? sigue la distribucién x2_,. Por otro lado

T

Ri-Ry= > 2]

i=r'+1
v (R? — R%)/o? sigue la distribucién x?, donde t = r — 1.
3. Las sumas de cuadrados que intervienen en R3 y en R? — R% no tienen

términos en comtin, por tanto son independientes. U

Consecuencia inmediata y muy importante de este resultado es que, si Hy
es cierta, entonces el estadistico
(R — R§)/to*> _ (Ri—R§)n—r

F— — ~F . 13.11
R2/(n —r)o? R2 t ner (13.11)

Es decir, el cociente F' sigue la distribuciéon F con ¢t y n —r grados de libertad
y no depende de la varianza (desconocida) del modelo.

13.6. Inferencia en regresion miiltiple

Consideremos el modelo de regresién miltiple (13.5). El rango del modelo
es rango(X) = m + 1. La hipétesis méds interesante en las aplicaciones es

HO . 51 — = Bm - 0,
que equivale a decir que la variable respuesta Y no depende de las variables
explicativas X7, ..., X,,. La matriz de la hipétesis lineal es
010 --- 0
001 .--- 0
H=]| . o .|, rango(H)=m.
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Si Hy es cierta, solamente interviene el pardmetro 3, evidentemente By =¥
(media muestral) y las sumas de cuadrados residuales son

n n

Ry =Y (y:i—5) Ri=)_(—-77

i=1 i=1

donde BO, Bl, e ,Bm son los estimadores LS bajo el modelo no restringido y
Ui = By + x1 By + - + TimfB,,. Aplicando (13.11), bajo Hy tenemos que

2 2
— —m—1
(R{ — Rg)n—m ~ ™

F = S
R% m n—m—1

El test F se suele expresar en términos de la correlaciéon multiple. Se demues-

tra que
n n

Ry = Z(Z/z —5)*=(1- R Z(?Jz -7)%
i=1 1=1
donde R es el coeficiente de correlacién multiple muestral entre las variables
Yy Xi,...,X,, (Teorema 4.2.2). Por tanto, si Hy es cierta, es decir, si la
correlacién multiple poblacional es cero, entonces

R? —m—1
n—m o~

F= .
1 — R2 m n—m—1

Rechazaremos Hj si F' es significativa.

13.7. Complementos

Hemos visto los aspectos fundamentales del modelo lineal. Un estudio
mas completo incluirfa:

a) analisis grafico de los residuos, b) efectos de la colinealidad, c¢) mi-
nimos cuadrados ponderados, d) errores correlacionados, e) seleccién de las
variables, etc. Véase Scheffé (1959), Pena (1989), Chatterjee y Price (1991),
Carmona (2005).

Para tratar variables explicativas mixtas, podemos construir un modelo
lineal considerando las dimensiones principales obtenidas aplicando analisis
de coordenadas principales sobre una matriz de distancias entre las obser-
vaciones. Consultar Cuadras y Arenas (1990), Cuadras, Arenas y Fortiana
(1996).
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Capitulo 14

ANALISIS DE LA VARIANZA
(ANOVA)

El andlisis de la varianza comprende un conjunto de técnicas estadisticas
que permiten analizar cémo operan diversos factores, estudiados simultdnea-
mente en un diseno factorial, sobre una variable respuesta.

14.1. Diseno de un factor

Supongamos que las observaciones de una variable Y solamente dependen
de un factor con k niveles:

Nivel 1 y11 %12 -+ Yinmg
Nivel 2 Ya1 Y22 0 Yong
Nivel k yr1 Ye2 -+ Yk,

Si escribimos p; = p + «;, en el modelo (13.6) tenemos
Yin = M T €in, 2217,]{3,]7):1,,71”

donde p; es la media de la variable en el nivel 7. Indiquemos:

Media nivel i : vi. = (1/n:) >, Yin
Media general: g o=1/n)>> v
No. total de observaciones: n =mny+---+ny

253
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Indiquemos también:

Suma de cuadrados entre grupos: Qe =Y ni(y. —7y)?
Suma de cuadrados dentro de grupos: @Qp =>_,> (Vi — ¥i.)
Suma de cuadrados total: Qr =221y —7)?

Se verifica la relaciéon fundamental:

Qr =Qr + Qp.

Las estimaciones LS de las medias j; son

:az::yla 7::]_,...,]{37

y la suma de cuadrados residual es R = Qp.
La hipoétesis nula de mayor interés es la que establece que no existen
diferencias entre los niveles de los factores:

Ho:py=-- =y,

Se trata de una hipétesis demostrable de rango k£ — 1. Bajo H, solamente
existe una media u y su estimacion es ;i = 7. Entonces la suma de cuadrados
residual es R? = Q7 y ademds se verifica

R — R: = Qp.
Por tanto, como una consecuencia del Teorema 13.5.1, tenemos que:
1. Qp/(n — k) es un estimador centrado de 0 y Qp/o? ~ X2 _,.

2. Si Hy es cierta, Qp/(k — 1) es también estimador centrado de o2 y

@N 2 Qn 2

0_2 Xn—1> 02 ~ Xg—1-

3. Si Hy es cierta, los estadisticos Qg y (Jp son estocdsticamente inde-
pendientes.

Consecuencia inmediata es que, si Hy es cierta, entonces el estadistico

_ Qp/(k-1)

B = Qi h

~ FF L (14.1)
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14.2. Diseno de dos factores

Supongamos que las observaciones de una variable Y dependen de dos fac-
tores A, B, denominados factores fila y columna, con a y b niveles Ay, ... A,
y By,...,By, ¥ que disponemos de una observaciéon para cada combinacion
de los niveles de los factores:

B, B, --- B,
Ay vi2 0 Yy | Y1
A, Y21 Y22 0 Y2 | Y2
Aa Yal Ya2 o Yab | Ya-

Y1 Y2 0 Yy Y.

siendo

1< 1< 1 -
yz:—gjzlyz’j? y-j—aizlyija yv-:?:EZZyija

i=1 j=1

las medias por filas, por columnas y general. Supongamos que los datos se
ajustan al modelo (13.7) con las restricciones (13.8), donde p es la media
general, o; es el efecto del nivel A; del factor fila, 3; es el efecto del nivel B;
del factor columna. El rango del disenio y los g.1. del residuo son

r=14+(a—1)+(b-1)=a+b—1, n—r=ab—(a+b—1)=(a—1)(b—1).

Las estimaciones de los pardametros son

~
~ — —

L=Y, Qi=y.—9Y, B;=y;—7,

y la expresion de la desviacion aleatoria es

~

€y =Yij — 1 — i — B; = (Yij — ¥i —Y; +7)-

La suma de cuadrados residual del modelo es

a b
Rj = ZZ(%’]‘ — ¥ — Yy +79)°

i=1 j=1
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También consideramos las siguientes cantidades, donde SC significa “suma
de cuadrados”:

SC entre filas: Qa =b.(y —7)°
SC entre columnas: Qp =a)_;(y; — 7)?
SC residual: Qr =X,y — v —ys +7)°
SC total: Qr =, —7)°

Se verifica la siguiente identidad:

Qr =Qa+ Qs+ Qr.
En el modelo de dos factores, las hipétesis de interés son:

H': a;=---=a,=0 (no hay efecto fila)
HP: By=---=83,=0 (no hay efecto columna)

Ambas hipétesis son demostrables. Supongamos HP cierta. Entonces el mo-
delo se transforma en y;; = ;1 + o; + e;5, es decir, actia solamente un factor,
y por tanto

Ahora bien, desarrollando (y;; —y:.)? = ((v.;—9) + (vij — vi. —y.; +7))? resulta
que

R% = QB+ Qr.

Andlogamente, si Hg' es cierta, obtendrfamos R? = Q4 + Q. Por el Teorema
13.5.1 se verifica:

1. Qr/(a—1)(b—1) es un estimador centrado de 02 y Qr/c? ~ X?aq)(bq)-

2. Si H{' es cierta, Qa/(a — 1) es también estimador centrado de o2,
0
Qa/o? ~ X%a—l) y los estadisticos Q4 v Qr son estocdsticamente inde-
pendientes.

3. Si HP es cierta, Qp/(b — 1) es también estimador centrado de o2,
Qp/o? ~ X%b—l) y los estadisticos Qg y (Qr son estocdsticamente inde-
pendientes.
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Por lo tanto tenemos que para decidir H' utilizaremos el estadfstico

_Qala—1)(b-1)

~ Fo—1
N QR (a— 1) g

Fa (a—1)(b—1)

y para decidir H¥ utilizaremos

_ Qpla=1)(b-1)

o b1
e o-pn F

Fg (a—1)(b-1)"

14.3. Diseno de dos factores con interacciéon

Supongamos que las observaciones de una variable Y dependen de dos fac-
tores A, B, denominados factores fila y columna, con a y b niveles Ay, ....A,

y Bi,...,By, ¥ que disponemos de ¢ observaciones (réplicas) para cada com-
binacién de los niveles de los factores:
B, B, By
Ay Y111, - - -5 Y11e | Y121, - - -5 Y12¢ Yibly - -+ Y1be | Y1--
A, Y2115 - - -5 Y21c | Y2215 - - -5 Y22¢ Yab1s - - -5 Y2be | Y2..
Aa Yalls - - - s Yale | Ya22y - - -5 Ya2e Yably - -+ Yabe | Ya--
Y1 Y.2. Yo Y.

siendo

a,c
1
@ E Yijh,

b,c
1 k)
Yi = be Z Yijh, Yj- =

j,h=1 i,h=1
c a,b,c
1 _ 1
i c § ijhs abe ‘ § iJ
h=1 i,j,h=1

El modelo lineal del diseno de dos factores con interaccion es
Yijh = b+ i + B + 75 + €ijn,
1=1,...,a; 7=1,....b0; h=1,...,c,
siendo o la media general, «; el efecto del nivel A; del factor fila, 3, el

efecto del nivel B; del factor columna, 7,; la interaccién entre los niveles
A;,B;. El pardmetro v,; mide la desviacién del modelo aditivo E(y;;n) =
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p+a;+ B; y solamente es posible estimarlo si hay ¢ > 1 réplicas. Se suponen
las restricciones:

a b a b
SUED ST DI
i=1 j=1 i=1 j=1
Asi el nimero de pardametros independientes del modelo es

I+(a—=1)4+0b-1)4+(a—-1)b—-1)=ab

y los g. 1. del residuo son abc — ab = ab(c — 1).
Las estimaciones de los parametros son

~

ﬁ =1, az =Yi-— Y, Bj =Y. — Y, ;y\ij = Yij. — Yi-- — Y5 + 7,

y la expresién de la desviacion aleatoria es

gijh = Yijh — f— o — Bj - /W\ij = (yijh - yij-)'
La suma de cuadrados residual del modelo es

a,b,c

Rg - Z (Yijn — yz’j~>2-

i,5,h=1

También debemos considerar las siguientes cantidades, donde SC significa
“suma de cuadrados”:

SC entre filas: Qa =bedy (v —)?

SC entre columnas: Qg = ac Zj(yj‘ —7)?

SC de la interaccion:  Qap = ¢35, (Yij. — Vi — Y5 +7)?
SC residual: Qr =2 nWijn — vij.)?

SC total: Qr = zi,j(yijh —7)?

Se verifica la siguiente identidad
Qr=Qa+ Qp+ Qap + Qr.
Las hipétesis de interés son:

H': a;=--=a,=0 (no hay efecto fila)
HP: By=---=p,=0 (no hay efecto columna)
H{B: 4, = =7, =0 (no hay interaccion)
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Como en los casos anteriores, podemos ver que la aceptacion o el rechazo de
cada hipdtesis se decide mediante el test F:

~ Qaab(c—1) )
S P ~ Fopen)

. Qpab(c—1) b—1
Fp = On b1 ~ Fope-1)
Fup — Qap ab(c—1) pla=1(e-1)

T Qr (a—1)(b—1) "~ Tede

14.4. Disenos multifactoriales

Los disenos de dos factores se generalizan a un niimero mayor de factores.
Cada factor representa una causa de variabilidad que actia sobre la variable
observable. Si por ejemplo, hay 3 factores A, B, C, las observaciones son y;;xn,
donde ¢ indica el nivel i-ésimo de A, j indica el nivel j-ésimo de B, k indica
el nivel k-ésimo de C, y h indica la réplica h para la combinacién 5k de los
tres factores, que pueden interactuar. Un modelo tipico es

A B c AB AC BC ABC
siendo:
i = media general,
aft,af aff = efectos principales de A,B,C,
AB , AC"  BC  _ : :
;i g, oy = interacciones entre Ay B, Ay C, By C,
a;‘}fc = interaccién entre A,B y C,
e;jkn = desviacion aleatoria N (0, 02).

Son hipétesis de interés: Hg' : o = 0 (el efecto principal de A no es signi-
ficativo), Hg'? : a*P = 0 (la interaccién entre A y B no es significativa), etc.
Los contrastes para aceptar o no estas hipdtesis se obtienen descomponiendo
la variabilidad total en sumas de cuadrados

> (injn—7)* =A+B+C+AB+ AC+ BC + ABC + R,
1,5,k,h

donde R es el residuo. Si los factores tienen a, b, ¢ niveles, respectivamente, y
hay d réplicas para cada combinacién de los niveles, entonces A tiene (a — 1)
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g. L., AB tiene (a—1)(b—1) g. 1. Si interpretamos las réplicas como un factor
D, el residuo es

R=D+AD+BD+CD+ ABD + ACD + BCD + ABCD
con
g=d-1D+(@a-1)d-1)4+---+(a—1)(b—1)(c—1)(d—1) = abe(d — 1)
g.l. Entonces calcularemos los cocientes F

_Afa=1) . AB/(a=1(b-1)

F M M
R/q R/q

que sirven para aceptar o rechazar Hg' y Hi'® | respectivamente.

En determinadas situaciones experimentales puede suceder que algunos
factores no interactien. Entonces las sumas de cuadrados correspondientes
se suman al residuo. Por ejemplo, si C no interactia con A,B, el modelo es

A B c AB
Yijkh = J+ Q5+ + o + Qg + €k
y la descomposicién de la suma de cuadrados es

> (imp -7’ =A+B+C+AB+R,
1,5,k,h

donde R = AC + BC + ABC + R es el nuevo residuo con g.l.
¢=(@—1(c—1)+b-1(c—1)+(@—1)(b—1)(c—1)+q.
Los cocientes F para las hip6tesis anteriores son ahora

b Alla-1) _AB/(a—1)(b—1)
R//q/ ’ R//q/ :

14.5. Modelos log-lineales

Supongamos que tenemos dos variables categoéricas A, B con a,b ca-
tegorfas respectivamente, y hemos observado las ab categorfas n = ), i 1ij
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veces, donde f;; es el nimero de veces que se observé la interseccién A;NB;,
es decir, tenemos la tabla de contingencia a x b :

B, B, --- B

Al fu fiz o fu | A
Ay | for for o [u | fo

Mol fu fo e fu | fa
f~1 f.2 f-b n

donde f;. = >, fij, [; = >_; fij son las frecuencias marginales de A;B;
respectivamente. Indiquemos las probabilidades

pij = P(A;NB;), pi.=P(4A;), pj=P(Bj).

Existe independencia estocdstica entre A; y B, si p;; = pi.p.j, es decir, si

Inp;; =Inp;. +1Inp,;.
Si introducimos las frecuencias tedricas

Fij =npi;, Fi.=np., F;=np,,
la condicién de independencia es
InF; =InF,.+InF;—Inn,

que podemos escribir como

InFjj = A+ A"+ A7, (14.2)

siendo
A =000 23:1 In F;) /ab,
A= (T I Fy) /b= A,
AP = (O im InFy)/a — A

J
El modelo (14.2) es un ejemplo de modelo log-lineal.

En general no se puede aceptar la independencia estocastica. Por tanto,
hemos de anadir un término )\f}B a (14.2) y escribir

InFyj = A+ A"+ A7 + A58

g
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donde )\23 =Inkj; —\— - )\f es la desviacién del modelo lineal. La
similitud con el modelo ANOVA de dos factores es bastante clara.

En las aplicaciones no conocemos las frecuencias esperadas Fj;, sino las
frecuencias observadas f;;. Entonces la estimacién de los pardmetros es muy
semejante al modelo ANOVA, pero los contrastes de hipétesis se resuelven
mediante ji-cuadrados.

La hipétesis de interés es la independencia entre A y B

Hy: MNP =0,

que equivale a decir que los datos se ajustan al modelo (14.2). Sean

Fij=nfi. x f;

las estimaciones maximo-verosimiles de las frecuencias esperadas. El test ji-
cuadrado clésico consiste en calcular

Z(fij — F;)?/F
1,3
y el test de la razén de verosimilitud se basa en

2Zfij log(fij/ﬁij)a

que también sigue la distribucién ji-cuadrado con (¢ —1)(b—1) g. L.

El tratamiento de 3 variables categéricas A, B, C es semejante. Partiendo
de una tabla de contingencia a X b X ¢, puede interesarnos saber si:

a) A, B, C son mutuamente independientes, en cuyo caso el modelo es

In Fjji, = A+ A0+ A7 + A7,

b) Hay dependencia entre A y B, entre A y C, entre By C

InFyjp = A+ A0+ A7 + 27 + 057 + A0 + A0,
c) Hay ademds dependencia entre A, B, C

In Fyjr = A4+ A0+ A7 + A7 + A5 + M50 + A00 + A 50°,
d) A es independiente de B, C, que son dependientes, siendo el modelo
InFyjr = A+ A0+ A7 + A7 + A5°
En cada caso, el test ji-cuadrado o el de razén de verosimilitud nos permiten

decidir si los datos se ajustan al modelo. Conviene observar que obtendriamos
x? = 0 en el modelo c), ya que los datos se ajustan perfectamente al modelo.
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Clase
Género Edad  Supervivencia 1 2 3 T
Hombre Adulto NO 118 154 387 670
Mujer 4 13 89 3
Hombre Nino 0 0 35 0
Mujer 0 0 17 0
Hombre Adulto St 57 14 75 192
Mujer 140 80 76 20
Hombre Nino 5) 11 13 0
Mujer 1 13 14 0

263

Tabla 14.1: Tabla de frecuencias combinando género, edad, supervivencia y

clase, de los datos del "Titanic".

Ejemplo 14.5.1

Analicemos los datos de supervivencia del "Titanic"(véase el Ejemplo

9.8.2), Tabla 14.1.

Indicamos por ¢ la parte del modelo que contiene los efectos principales
y las interacciones de orden inferior a la méxima propuesta. Por ejemplo, en

el caso del modelo [GESC], tendriamos

O =AM+ A+ AT+ A H AT AT AT+ NGO+ AT MO+ A

Entonces los modelos analizados son:

2

Modelo para In Fjj;, Simbolo X g.l. P

AHAT + AT+ A7+ N [G][E][S][C] 1216,4 25 | 0,000
G+ A N [GE][GS][GC][ES][EC][SC] | 112,33 13 | 0,000
¢+ A?,;ES o+ AR [GES|[GEC][GSC][ESC] 53 3 |0,151
¢+ ACFC L \S [GEC][S] 659,3 15 | 0,000
¢+ A?.ZEC + AT AR [GEC][GSC][GES] 32,3 60,000
¢+ Ag,’fﬁc [GESC] 0o —| -

¢+ ATTC + AR + A [GEC][GSC][ESC] 92 40,056

El modelo [G][E][S][C] debe rechazarse, pues x* es muy significativo. El
modelo [GE][GS][GC][ES][EC][SC] con sélo las interacciones de segundo or-
den se ajusta mejor pero también debe rechazarse. El modelo con todas las
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interacciones de tercer orden [GES][GEC][GSC][ESC]| puede aceptarse, indi-
cando que todas las variables interaccionan. El modelo [GEC][S], significaria
suponer (caso de aceptarse) que el combinado de género, edad y clase es in-
dependiente de la supervivencia, pero también debe rechazarse. El modelo
[GESC] es el modelo de dependencia completa, que incluye todas las interac-
ciones, se ajusta perfectamente a las frecuencias observadas, pero carece de
interés (hay tantos pardmetros como datos).

Un modelo razonable que podria aceptarse es el [GEC][GSC][ESC], x? =
9,2 con 4 g. 1. Se concluye que debemos aceptar que la supervivencia dependia
del género, edad y clase. El salvamento de los pasajeros se produjo en los
términos siguientes: “mujeres y nifios primero (segin la clase) y después
hombres de primera clase”.

14.6. Complementos

El Analisis de la Varianza fue introducido por R. A. Fisher en 1938, para
resolver problemas de diseno experimental en agricultura. Hemos visto que
es una aplicaciéon del modelo lineal. Existen muchos disenos diferentes, cuyo
estudio dejamos para otro momento.

Los primeros estudios y aplicaciones consideraban factores de efectos fi-
jos. En 1947, C. Eisenhart consideré que algunos efectos podian ser aleato-
rios. Ciertamente, los efectos que actian sobre los modelos pueden ser fijos,
aleatorios o mixtos, y cuando hay interacciones el cédlculo de los cocientes F
es diferente. Véase Cuadras (2000), Huitson (1966), Pena (1989).

En ANOVA de un factor hemos supuesto datos independientes e igualdad
de varianzas, es decir, ¥ = ¢2I. Pero S. Wilks probé que el test F, véase
(14.1), sigue siendo valido si las variables son equicorrelacionadas, es decir,
si

En el caso general de una X cualquiera, debe aplicarse Analisis de Perfiles,
dando lugar también a un test F, véase (3.3).



Capitulo 15

ANAL. MULTIV. DE LA
VARIANZA (MANOVA)

15.1. Modelo

El anélisis multivariante de la varianza (MANOVA) es una generalizacién
a p > 1 variables del analisis de la varianza (ANOVA).

Supongamos que tenemos n observaciones independientes de p variables
observables Y7, ..., Y, obtenidas en diversas condiciones experimentales, co-
mo en el caso univariante. La matriz de datos es

Y1 Y12 0 Yip
Y21 Y22 - Yp ~ ~ ~
Y = . . . . - [y17y2>"'7yp]7

Yn1 Yn2 " Ynp
donde y; = (y15,Y2j,---,Yn;) son las n observaciones (independientes) de
la variable Y}, que suponemos siguen un modelo lineal univariante y; =
X,Bj + €;.

El modelo lineal multivariante es
Y=XB+E (15.1)

265
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siendo X la matriz de disenio

T11 L1z - Tim
To1 Toz -+ Tom

X = ; . . ,
Tp1t Tp2 - Tpm

B la matriz de pardmetros de regresién

i B - By
o 5.21 3.22 : 5@ ,
Bnﬂ ﬁnﬂ T ﬁwm
vy E la matriz de desviaciones aleatorias
€11 €12 - €1
E_ €21 €22 -+ €
€nl €En2 - Epyp

Las matrices Y y X son conocidas. Suponemos que las filas de E son inde-
pendientes N,(0,X).

15.2. Estimacién de parametros

En el modelo MANOVA debemos estimar los m x p pardmetros de regre-
sién contenidos en B, asi como la matriz de covarianzas X.

En el modelo univariante y = X3 + e, la estimacién LS B = (X'X) X'y
minimiza e'e= (y — X,@),(y - XB) En el caso multivariante, el estimador
LS de B es B tal que minimiza la traza

tr(E'E) = tr[(Y — XB) (Y - XB)],

siendo E =Y — XB.
La matriz de residuos es la matriz Ry = (Ry(7, 7)) de orden p X p

R, = EE = (Y - XB) (Y - XB),

donde Ry(j, j) es la suma de cuadrados residual del modelo univariante y; =
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Teorema 15.2.1 Consideremos el modelo de regresion multivariante Y =
XB + E, siendo

con las condiciones:
1. E(Y) = XB, es decir, E(E) = 0.
2. cov(y;) = couv(e;) = X, donde y! son filas de Y, y €} son filas de E.

3. cou(y;,y;) = cov(e;,e;) =0 para i # j.

Entonces las estimaciones LS de los parametros de regresion B verifican

las ecuaciones normales R )
X'XB=XY, (15.2)
y vienen dadas por R
B = (X'X)'X'Y,
cuando el diseno es de rango mdximo r = rango(X) =m, y por

~

B=(X'X) XY
cuando r < m. El estz’mador/\ﬁ manimiza la traza tr(ﬁ’ E) asi como el deter-
minante det(E'E). Ademds B es un estimador insesgado de B.
Demost.: Sea B otro estimador de B. Entonces:
(Y = XBo) (Y —XB,) = (Y —XB+XB-XB,) (Y —XB+XB - XB,)
— Ry + (XB - XBy) (XB — XB,)
+(Y — XB) (XB — XBy)+(XB — XB,) (Y — XB)
= Ry + (XB — XBo) (XB — XBy),
pues (Y — Xﬁ),(Xﬁ —XBy) =(Y — X]/E;’)/X(]/?\) — Byg) = 0 por verificar B
las ecuaciones normales (15.2). Luego (Y — XBy)' (Y —XBy) =R, + M,

siendo M una matriz p X p definida positiva. Entonces la traza y el determi-
nante de (Y — XBy)'(Y — XBy) alcanzan el valor mfnimo cuando M = 0,

o~

es decir, para Bg = B. Por otra parte

E(B) = (X'X)'X'E(Y) =(X'X) "' (X'X)B = B. O
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Teorema 15.2.2 Bajo las mismas condiciones del teorema anterior, conr =
rango(X), podemos expresar la matriz de residuos como

Ry =Y'[I - X(X'X)"X'TY.
Una estimacion centrada de la matriz de covarianzas 3 es
> =Ry/(n—r).
Demost.:
(Y -XB)(Y-XB) = YY-YXB-BXY+BXXB
= YY-YXB (por BXY =BXXB)
= Y'Y -YXXX)XY
= Y'[I - X(X'X)"X'TY.
Sea ahora T = [t,,...,t,,t,41,...,t,] una matriz ortogonal tal que sus
columnas formen una base ortonormal de R", de manera que las r primeras

generen el mismo subespacio C,(X) generado por las columnas de X. Por lo
tanto las otras n — r columnas serdn ortogonales a C,.(X). Es decir,

/X =« sit <,
;X =0 sii>nr,

donde * indica un valor posiblemente no nulo.
Sea Z = T'Y .Entonces

E(Z) = T'XB = [ n } r primeras filas

0 n — r ultimas filas

Consideremos el residuo E=Y — XB. De X/ (Y — X]§) = 0, ver ecuaciones
normales (15.2), deducimos que E es ortogonal a X en el sentido que

TE — { 0 } r primeras filas

Z,_, n — r ultimas filas

donde Z,,_, es matriz (n —r) x p. Pero

Tﬁ:TY—TKﬁ:Z—[S]z{O },
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es decir, las ultimas n — r filas de Z y de T'E coinciden. Entonces, como
TT =1,

Ry=EE=ETTE=[0 Z, _, | [ % 1 =7 T .

Indiquemos Z!, . = [zy,...,Z,—,] donde z},...,z!_, son las filas (inde-

? n—r
pendientes) de Z,,_,.. Entonces cada z; es un vector de media cero y matriz
de covarianzas X. Luego F(z;z)) =X y Z! 72, ., = z12) + - + 2, ,2,,_,.
Por lo tanto

E(Ry) = E(z12} + -+ 2,2,_,) = (n —r)X. O

Teorema 15.2.3 Sea Y = XB + E el modelo lineal normal multivariante
donde las filas de E son N,(0,X) independientes. Sea Ry la matriz de resi-
duos. Se verifica entonces que la distribucion de Ro es Wishart W,(3,n—r).

Demost.: Hemos visto en el teorema anterior que E(Z,_,) = 0. Asi las n —
r filas de Z,_, son todas N,(0,3) independientes. Luego Ry = Z!,_ . Z,,_,
cumple las condiciones de una matriz p X p que sigue la distribucién de
Wishart. U

15.3. Contraste de hipdtesis lineales
Una hipdétesis lineal demostrable de rango ¢ y matriz H es
Hy:HB=0

donde cada fila de H es combinacion lineal de las filas de X.
Como en el caso univariante (Seccién 13.5), si Hy es cierta, el modelo se
transforma en

Y =XO +E,

la estimacién de los pardmetros B restringidos a H, viene dada por
By = B—(X'X) H/(H(X'X) H) 'HB
y la matriz residual es

R, = (Y — XBy)' (Y — XBp).
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Teorema 15.3.1 Sea Y = XB + E el modelo lineal multivariante, donde
las filas de E son N,(0,%) independientes, Rq la matriz de residuos, Hy :
HB = 0 una hipdtesis lineal demostrable y Ry la matriz de residuos bajo H.
Se verifica:

1. Ry ~ Wy(X,n—r).

2. Si Hy es cierta, las matrices R y Ry — Ry siguen la distribucion de
Wishart
Rl ~ Wp(27n - 7“’), Rl - RO ~ Wp(2>t)a

siendo t = rango(H), ' =r —t.

3. Si Hy es cierta, las matrices Ry y R1 — Rqg son estocdsticamente inde-
pendientes.

Demost.: Si la hipotesis Hy es cierta, el subespacio generado por las filas de
H esta contenido en el generado por las filas de X. Podemos construir una
base ortogonal de R™

[up sy U Ueg 1y e Uy U1y - 7um]
tal que [u,,...,w] generen H, y [u,,...,u;, w41, ..., u,] generen X.
Consideremos la matriz C de orden m x (r—t) generada por [u,, , ..., u,].

Entonces HC = 0 y el modelo Y = XB + E se convierte en Y =X0 + E,
siendo X = XC, y CO = B, pues HB = HCO = 0. Asf la matriz de diseno
X se transforma en X = XC, donde las columnas de XC son combinacién
lineal de las columnas de X.

Podemos construir una matriz ortogonal

T = [tla"'7tT')t7"+17"'7t7‘7t7‘+17"'7tn]

tal que las ' = r —t primeras columnas generen XC y las r primeras generen
X

Co(XC) = [t,,... 6] C Co(X) = [t,,.... t.].

Siguiendo los mismos argumentos del teorema 15.2.2, tenemos que
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donde las n — r’ filas de Z,,_,» son N,(0,3) independientes. Por tanto
R, = (Y-XO)(Y-XO)=7'_,Z,

es Wishart W,(32,n —r’). Como Z,,_, se puede desglosar en dos, escribimos

0
T (Y-XO) = { % } =1z |,
" Zoror

donde las t = r — 1’ filas de Z; son independientes de las n — r filas de Z,,_,.
Entonces Ry = Z,Z; + Z! . Z,,_,, es decir,

Ri — Ro = Z{Z,,

donde R; — Ry es Wishart W,(2,n — 1’) e independiente de Ry. O
La consecuencia mdas importante de este teorema es que, si Hy es cierta,
entonces Ry vy R; — Ry son Wishart independientes y

IRo| Ry

A= -
|(R1 — Ro) + Ro| |Ry

~ A(p,n—r,t).

Asi 0 < A < 1 sigue la distribucién de Wilks. Aceptaremos Hy si A no es
significativo y rechazaremos H si A es pequeno y significativo.

Tabla general MANOVA

g. 1. matriz Wishart lambda de Wilks
Desviacién hipétesis | ¢ R; — Ry A =|Rg|/|R4]
Residuo n—r R,

Criterio decisién: Si A < A, se rechaza Hy, donde P(A(p,n —r,t) < A,) = a.

15.4. Manova de un factor
El modelo del disenio de un tnico factor o causa de variabilidad es
Yih:M+ai+eih7 12177k7h:17an17

donde p es un vector de medias general, a; es el efecto del nivel i del fac-
tor, y;n es la observacién multivariante h en la situacién (o poblacién) i,
correspondiendo a la misma situacion experimental del andlisis canénico de
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poblaciones (Capitulo 7), con n = nj + - -+ + ng. La hipétesis nula consiste
en afirmar que las a; son iguales a cero. Tenemos pues que

W:Ro, B:Rl—Ro, T:R1:B+W,

son las matrices de dispersién “dentro grupos”, “entre grupos” y “total”,
respectivamente (Seccién 3.3.3).

MANOVA de un factor

g. L matriz Wishart lambda de Wilks
Entre grupos | k—1 B A =|W|/|T|
Dentro grupos | n — k \%% ~Ap,n—Fkk—1)
Total n—1 T

15.5. Manova de dos factores

Si suponemos que las n = a x b observaciones multivariantes dependen
de dos factores fila y columna, con a y b niveles respectivamente, el modelo
es

Yij:M+ai+ﬂj+eij, izl,...,a;jzl,...,b,
donde p es la media general, a; es el efecto aditivo del nivel ¢ del factor fila, 3,
es el efecto aditivo del nivel j del factor columna. Como generalizacién del ca-
so univariante, intervienen las matrices A = (ayy), B =(byy), T = (tw), Ro =
(ruy) con elementos

Ayy = bzz(yzu - gu)(ylv - gv)

buy =a Zj (yju - yu)(yﬁ) - yv)

Tw = Zz‘j (yiju — Yiuw — Yju + yu)(!/ijb‘ — Yiv — Yju + yv)

Luw :Zz‘j<yiju_@u)(yijv _yv)7 u,v=1,...,p,
siendo, para cada variable Y, 7, la media general, y.;, la media fijando el
nivel j del factor columna, etc. Se verifica

T=A+B+ Ry.

Si las « 6 las 3 son nulas, entonces R = Rg+ A 6 Ry = Ry + B, respectiva-
mente. Asi pues, indicando ¢ = (a —1)(b— 1), para contrastar la hipdtesis de
que no influye el factor fila o el factor columna, en ninguna de las variables,
obtenemos la tabla:



15.6. MANOVA DE DOS FACTORES CON INTERACCION 273

MANOVA de dos factores
matriz lambda
g. 1. Wishart de Wilks
Filas a—1 A IRo|/|Ro + A| ~ A(p,q,a—1)
Columnas | b—1 B IRo|/|Ro+B| ~ A(p,q,b—1)
Residuo q Ry
Total ab—1 T

15.6. Manova de dos factores con interaccion

En el diseno de dos factores con interaccién suponemos que lasn = axbxc
observaciones multivariantes dependen de dos factores fila y columna, con a
y b niveles respectivamente, y que hay ¢ observaciones (réplicas) para cada
una de las a x b combinaciones de los niveles. El modelo lineal es

y@jh:ﬁl+az+:3]+71]+ezgha i:1,...,a;j:1,...,b;h:1,...,c,

donde p es la media general, «; es el efecto aditivo del nivel ¢ del factor fila,
B; es el efecto aditivo del nivel j del factor columna, «;; es la interaccion,
parametro que mide la desviacion de la aditividad del efecto de los factores,
e Yijh = (Yijn1s-- -+ Yijnp)' €s la réplica multivariante i de las variables ob-
servables. También, como en el caso univariante, intervienen las matrices

A = (aw),B = (buw),AB = (cu), Ro = (ru), T = (tuy), donde

G = 0CY(Yiw = T) Wiw — U)

buy = ac Zj (g0 = Yu) Wjo — Yo)
Cuw =D i(Yiju = Yirw — Yojoo + Yu) Yo — Yiow — Yojo + Ty)
Tuww = Zi7jh(yijhu - yz‘j-u)(yijhv - yz‘j~v)

by = Z@jh(i%jhu - yu)(yijhv - yu)a u,v = ]-a <oy Dy

que verifican

T=A+B+ AB + Ry.

(AB no es un producto matricial). Indicando ¢ = (a—1)(b—1), r = ab(c—1),
para contrastar las hipétesis de que los factores fila, columna o las interac-
ciones no influyen, en ninguna de las variables, obtenemos la tabla:
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MANOVA de dos factores con interaccién
matriz lambda
g. 1. Wishart de Wilks
Filas a—1 A IRo|/|Ro+A| ~A(p,r,a—1)
Columnas | b—1 B Ro|/[Ro+B| ~A(p,r,b—1)
Interaccion q AB Ro|/|Ro + AB| ~ A(p,r,q)
Residuo r R,
Total abc — 1 T
15.7. Ejemplos
Ejemplo 15.7.1 Ratas experimentales.

En un experimento para inhibir un tumor, se quiere investigar el efecto
del sexo (S) y de la temperatura ambiental (T). Se consideran las variables:

Y] =peso inicial, Y5 =peso final, Y3 =peso del tumor.

Temp

Machos
Yi Yo Y3

Hembras
Yi Yo Y3

4

20

34

18,15 16,51 0,24
18,68 19.50 0,32
19,54 19,84 0,20
21,27 23,30 0,33
19,57 22,300,45
20,15 18,95 0,35
20,74 16,69 0. 31
20,02 19,26 0,41
17,20 15,90 0,28

Los resultados MANOVA son:

19,15 19,49 0,16
18,35 19,81 0,17
20,58 19,44 0,22
18,87 22,00 0,25
20,66 21,08 0,20
21,56 20,34 0,20
20,22 19,00 0,18
18,38 17,92 0,30
20,85 19,90 0,17
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Figura 15.1: Representacion canénica de los datos de las ratas hembras

(izquierda) y machos (derecha).

g. L matriz dispersién lambda F g. L.
4,932 9,705 0,2888
T 2 32,58 0,3769 0,2588 3,219 6y 20
0,0196
0,6050 1,233 —0,1906
S 1 2,516 —0,3888 0,3360 6,586 3y 10
0,0600
0,2540 0,8052 0,0359
TxS 2 3,205 0,0881 0,7731 0,458 6y 20
0,0060
19,07 7,023 —0,1943
Residuo | 12 26,69  0,2084
0,0392
24,86 18,76 —0,0620
Total 17 65,00  0,2847
0,1250

Son significativos los efectos S y T, pero la interaccién no es significativa.
Una representacién canénica de los 3 x 2 = 6 grupos (Figura 15.1) ayuda
a visualizar las diferencias. Podemos ver que la pequena diferencia entre las
representaciones de las tres temperaturas de los machos y de las hembras,
indican una cierta interaccién, aunque no significativa.
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Ejemplo 15.7.2 Coledpteros.
Continuando con el ejemplo 7.6.1, vamos a estudiar 8 poblaciones (6 es-

pecies en 8 localidades, factor L) de coledpteros del género Timarcha, pero
ahora teniendo en cuenta el sexo, machos y hembras (factor S), en relacién a 5
variables biométricas (datos en http://www.ub.edu/stat/personal /cuadras/
escarab.txt)

Las matrices de dispersién entre especies (6 especies en 8 localidades),
entre sexos, debidas a la interaccién, residual y los estadisticos A y F' son:
14303 24628 17137 48484 36308

43734 31396 85980 64521

L= 23610 61519 46405 F?{E} = 0068
169920 126980 | 128~ 19%
95395

675,94 1613,0 1644,5 4520,0 3270,6
3849,3 39244 10786. 7804,9

S— 4001,0 10997. 79572 F{,} _:02116934;1
30225. 21871, | Fom0 =403,
15825,
06,470 81,532 63,559 92,035 20,554
07,205 85,554 15728 10231
TxS— 86,405 127,66 108,25 F;Q e
42897 236,53 | L h
282,30

1546,7 1487,8 13464 2452,6 1924,0
34985 3078,4 4206,6 3415.6

Ro= 3082,9 3888,2 31594
9178,6 6038,0

5950,3

15.8. Otros criterios

Sean A\; > --- > ), los valores propios de Ry respecto de R, es decir,

las raices de la ecuacién det(Ro — AR;) = 0. Podemos expresar el criterio de
Wilks como

A== X+ XA

D

Este criterio es especialmente interesante, teniendo en cuenta que si A es la
razén de verosimilitud en el test de hipétesis, entonces A = A™/2.
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Es facil ver que 0 < \; < 1. Se llaman correlaciones canénicas genera-
lizadas (al cuadrado) a7? = 1—);, 4 = 1,..., p. Entonces el criterio de Wilks
en términos de correlaciones es

A= H(1 — ).

Se demuestra que cualquier estadistico que sea invariante por cambios de
origen y de escala de los datos, debe ser necesariamente funcién de los valores
propios A\; > --- > A, (Anderson, 1958). Asi, otros estadisticos propuestos
son:

1. Traza de Hotelling: » N p
1=\
trfRy'(Ri—Ro)] = > ——=>
i=1 v i

=1

2. Traza de Pillai: p p

R (Ri-Ro)] = > (1= X) =) r?.

i=1 i=1
3. Raiz mayor de Roy: 0=1-)\, =17

Este 1ltimo estadistico estd basado en el principio de unién interseccién
(véase Seccién 3.5.2) y se obtiene maximizando la I’ de Fisher-Snedecor para
todas las combinaciones lineales de las variables:

a'(Ri—Rg)an —r n—r
méx F'(a) = méx (R1—Ry) = \] ,
a a a’'Rpa t t
siendo M} el primer valor propio de (R;—Ry) respecto de Rg. Se cumple la
relacion A} = (1 — A,)/), v se toma como estadistico de contraste
)\/
= L_—1-)\ =12
1+ Pt

En el ejemplo 15.7.2, para contrastar las diferencias entre las 6 especies

(encontradas en 8 localidades), obtenemos los siguientes valores de los es-

tadisticos de Wilks, Hotelling, Pillai y Roy, y sus transformaciones a una
F:

F g. L.
Wilks 0,0068 152,8 35y 2354
Hotelling 28,02  446,2 35y 2787
Pillai 2,090 57,78 35y 2815
Roy 2490 2002 7y 563
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Figura 15.2: Representacion HE plot (combinada con la representacion
canénica) de los datos de las flores Iris, con los elipsoides de concentracion
de las matrices H = R;—Ry (linea gruesa) y E = Ry (linea discontinua).

15.9. Complementos

El Andlisis Multivariante de la Varianza es muy similar al Anélisis de
la Varianza, salvo que interviene mds de una variable cuantitativa obser-
vable. Esta extensién multivariante se inicia en 1930 con los trabajos de H.
Hotelling, J. Wishart y S. S. Wilks. Posteriormente S. N. Roy propuso un
planteamiento basado en el principio de unién-interseccion.

Los cuatro criterios que hemos visto son equivalentes para p = 1, y dife-
rentes para p > 1. No estd claro cudl es el mejor criterio, depende de la
hipétesis alternativa. Por ejemplo, en el diseno de un factor, si los vectores
de medias estdn précticamente alineados, entonces el criterio de Roy es el
més potente. Véase Rencher (1998).

Tales criterios miden el tamano de H = R;—R, respecto de E = Ry, ma-
trices que se pueden visualizar mediante elipsoides de concentracién. Friendly
(2007) propone representar ambos elipsoides en el llamado HE plot (Figura
15.2).

Se puede plantear un anélisis tipo ANOVA para datos categoricos, dando
lugar al método llamado CATANOVA (Light y Margolin, 1971). Para datos
mixtos o no normales, se puede plantear MANOVA utilizando distancias
entre las observaciones, calculando coordenadas principales mediante MDS, y
a continuacion aplicando el modelo de regresién multivariante. Véase Cuadras
(2008), Cuadras y Cuadras (2011).



Capitulo 16

FUNCIONES ESTIMABLES
MULTIVARIANTES

16.1. Funciones estimables

En el modelo lineal univariante y = X3 + e, ademaés de la estimacién de
los pardmetros de regresién 3, tiene también interés la estimacion de ciertas
combinaciones lineales de los pardmetros 3.

Definicién 16.1.1 Una funcion paramétrica 1 es una combinacion lineal de
los parametros B3 = (By,...,0,,)

Y=p1f+ -+ DBy =PB,

donde p = (p1,...,pm)". Una funcion paramétrica 1 es estimable si existe

~

una combinacion lineal ¥ dey = (y1,...,Yn)

~

Y =aiy + -+ any, = a'y,
donde a = (ay,...,a,), tal que
E@) =1.

La caracterizacién de que una funcién paramétrica 1 es estimable se da
a continuacion.

Proposicién 16.1.1 Una funcion paramétrica v = p'B es estimable si y

solo si el vector fila p' es combinacion lineal de las filas de la matriz de
diseno X.

279



280 CAPITULO 16. FUNCIONES ESTIMABLES MULTIVARIANTES

Demost.: E(@) = E(a'y) = a'E(y) = a'’X8 = p'83, que se cumple para toda
3. Por lo tanto a’X = p’, es decir, p’ es combinacién lineal de las filas de X.
O

16.2. Teorema de Gauss-Markov

La estimacién éptima de una funcién paramétrica estimable ¢ = p’3
se obtiene sustituyendo 3 por 3, la estimacién LS de (3. Este resultado se
conoce como teorema de Gauss-Markov.

Teorema 16.2.1 Sea ¢y = p'B wuna funcion paramétrica estimable. Se ve-
rifica:

1. Si B es estimador LS de B, entonces @Z = p’B es inico.

2. @AD =p B es estimador lineal insesgado de 1 y, dentro de los estimadores
lineales insesgados de 1), tiene varianza minima.

Demost.: Existe un estimador insesgado 1A/) = a'y de ¢» = p'B. Sea C,(X) el
subespacio generado por las columnas de X. Entonces a =a+b, donde a €
C,(X) y b es ortogonal a C,.(X). Consideremos al estimador a'y. Tenemos

-~

E()) = E(a'y) =E(@'y +b'y) =E(@'y) + b'’X3 =E(@@'y) =¢,

puesto que b’X = 0. Luego a'y es estimador centrado. Si ajy es otro esti-
mador centrado con a; € C,(X), entonces F(a'y)—F(a'y) = (a’—a") X3 =0
=a = ay, es decir, a'y es tnico. R

Por otro lado, €=y — X3 es ortogonal a C,.(X) y a'e = a'y —a’X3 =0

~ o~ - I~ -~ ~ - .
= ay=aXB =ppP. Asi ) =a'y = p'8 es tinico y centrado.

Finalmente, indicando

2
lall” = af +--- + a5,

tenemos que

var(a'y) =|[a]l* o® = (|[a]]* + |[b]*)o® < |[a]]* 0* = var(@y),

que prueba que 1) = p’3 tiene varianza minima. O
Un criterio para saber si p’3 es funcién paramétrica estimable es

p(X'X)"X'X =p'.
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16.3. Funciones estimables multivariantes

En el modelo lineal multivariante (15.1), también tiene interés la esti-
macién de ciertas combinaciones lineales de los pardmetros B. Indiquemos
por yi,...,y, los vectores filade Y, y B4,...,3,, los vectores fila de B, es
decir:

Y1 B4

Yn B
Definicién 16.3.1 Una funcién paramétrica multivariante 1 es una combi-
nacion lineal de las filas de B,

Y =piBi+ -+ pwB,, = P'B,

donde p = (p1,-..,pm)’. Una funcion paramétrica multivariante ¢ es es-

timable (fpem) si existe una combinacion lineal 17), de las filas de Y

~1

Y =ayr +- +any, =aY,

donde a = (ay,...,a,), tal que

E() = 1.

La caracterizacién de que una funcién paramétrica 1) es estimables es la
siguiente:

Proposicién 16.3.1 Una funcion paramétrica 1" = p'B es estimable si y
sdlo si el vector filap’ es combinacion lineal de las filas de la matriz de diseno

X.

La demostracién es similar al caso univariante. La estimacién 6ptima de
una fpem 1)’ = p’B viene dada por

~1

¥ =pB.
Sélo hay que sustituir B por ]§, es decir, por su estimacién LS.

Teorema 16.3.1 Sea ¢' = (¢y,...,1,) = p'B  una funcion paramétrica
estimable. Se verifica:
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1. SiB es estimador LS de B, entonces @Abl = (QAbl, o ,@A/)p) = p’]§ es unico.

2. Cada ; es estimador lineal insesgado de 1; y de varianza minima
entre los estimadores lineales insesgados de ;.

Observemos que este teorema vale sin necesidad de una hipétesis de nor-
malidad. El estimador LS de ) es

P =pB=p(XX) XY =giy1 + - + gn¥n

donde yy, ..., y, son las filas de la matriz de datos Y. El vector g = (g1, ..., gn)’

es Unico, y podemos definir la dispersién de 1/&, que es minima, como la can-
tidad
8 =g+ +g5. (16.1)

La versién del Teorema 15.3.1 para fpem es:

Teorema 16.3.2 En el modelo MANOVA normal, si 1,Ab = p’]§ es la esti-
macion LS de 1, entonces:

1. La distribucion de ¥ es la de una combinacion lineal de variables nor-
males independientes.

2. La distribucion de Ry es W,(3,n —1).

3. 1,Ab y Rg son estocdsticamente independientes.

16.4. Anadlisis candnico de funciones estimables

Supongamos que ¥; = p|B,..., 1%, = p.B es un sistema de s funciones
paramétricas estimables. Podemos plantear la representacién candnica del
sistema como una generalizacién del andlisis candénico de poblaciones.

16.4.1. Distancia de Mahalanobis

Sean @1, e ,gAbS las estimaciones LS de los fpem, & = Ro/(n — 1) la
estimacion de la matriz de covarianzas. Podemos definir la distancia de Ma-
halanobis (estimada) entre las funciones 1);,1; como

M(i,j)? = (; — ,)S (1, — ;).
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Sea 0;; = |lgi — g5 - Si {b: = g!Y es independiente de 7,7); = g7 Y y se verifica
la hipétesis Hy : ¥; = 1;, entonces 5;1(17)2 - 1//\1]) es N,(0,%) y (n — T)f] es
W, (2, n —r), por lo tanto &;;' M (i, j) es Hotelling T?(p,n — 1) y

n—r—p+1

O tM(i. 1) ~ FP
(n—r)p 1) (Zaj)

n—r—p+1*

Anédlogamente vemos que la distribucién de
n—r—p+11 ~ TS
AR AN CONPYART) s
CEGT (Y — ) E7 (¢, — 9y)

es también F?

n—r_pt1, donde 5; es la dispersién minima (16.1).

16.4.2. Coordenadas candnicas

Si {bl = (;ﬁil, . ,@ip)’,i =1,...,s, consideremos las medias
1l S~
Y; = g;%], g=1...s,
y la matriz
z//;11 — ¢y - 721;)—%,
U= : :
Va—01 o V=
Sea V=[v,,...,v,] la lnatriz de vectores propios de U'U respecto de g,

con la normalizacién v;¥v; = 1, es decir,

UUV =3VD,, V'SV-=1

donde D) =diag(\y, ..., \,) es la matriz diagonal con los valores propios. Las
coordenadas canénicas de v, ... ,1, son las filas wi, ..., w) de la matriz
W =UV.

La distancia euclidea entre las filas coincide con la distancia de Mahalanobis
entre las fpem

(w; —w;) (Wi —w;) = (; — ;)7 (P, — p,).
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De manera andloga podemos definir la variabilidad geométrica de las fun-
ciones estimables, probando que es

V= szMZj ZA“

1,j=1

y que es maxima en dimensién reducida m. El porcentaje de variabilidad
explicada por las m primeras coordenadas candnicas es
V(Y),, AL+ A

=100

P, = 100—/m AT Am
v, M+ + A

16.4.3. Regiones confidenciales

Sean w, = W,AZ);V, 1 =1,...,s, las proyecciones canénicas de las estima-
ciones de las fpem. Podemos entender w/} como una estimacién de ¥ = 9.V,
la proyeccién canoénica de 1,. Podemos también encontrar regiones confiden-
ciales para las ¢7,i =1,...,¢.

Sea 1 — « el coeficiente de confianza, Fy, tal que P(F > F,) = «, donde
F sigue la distribucién F con py (n —g —p+ 1) g.l., y consideremos:

R2:F (n_T)p '
© T "(n-r—p+1)

Luego las proyecciones canénicas 1; de las fpem pertenecen a regiones confi-
denciales que son hiperesferas (esferas en dimensién 3, circulos en dimensién
2) de centros y radios

(WZ'7 5iRa)

donde §; es la dispersiéon minima (16.1) de la estimacién LS de ;.

16.5. Ejemplos

Ejemplo 16.5.1 Fdrmacos.

Se quiere hacer una comparacién de dos farmacos ansioliticos (Diazepan y
Clobazan) con un placebo, que indicaremos D, C, P. Las variables observables
son efectos secundarios en la conduccién de automodviles: Y; =tiempo de
reaccion (segundos) a la puesta en rojo de un semaforo, Y, =distancia minima
(cm.) entre dos puntos que el conductor necesitaba para poder pasar por el
medio. Los datos sobre 8 individuos (media de varias pruebas) eran:
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Placebo Clobazan Diazepan
Individuo Yi Y5 Y Y, Y; Y,
1 0,548 1778 0,519 203,0 0,637 194,8

0,619 1844 0,776  164,8 0,818 175,2
0,641 247,2 0,678 215,8 0,701 205,8
0,628 1634 0,595 153.,6 0,687 152,2
0,846 173,6 0,858 171,6 0,855 189,2
0,517 167,2 0,493 166,0 0,618 181,0
0,876 174,0 0,741 170,2 0,849 189,0
0,602 158,6 0,719 1572 0,731 184,6

0 O Ui W

Los datos se ajustan a un diseno de dos factores sin interaccion:
Yij= 1+ ai—i—ﬂj—i—eij.

Interesa estudiar si hay diferencias significativas entre los farmacos, y si las
hay, representarlos y compararlos. Es decir, queremos hacer un test sobre la
hipétesis Hy : ay= as= a3 y representar las funciones estimables

Yi=pta, Py=pta, P3=p+as.
La tabla MANOVA es:

g. 1. matriz dispersion lambda F g. L

Farmacos 2 < 0,0275 1,97 > 0,482 2,86 4y 26

309

.. 0,258 —1,23

Individuos | 7 < 8474> 0,025 9,84 14y 26
) 0,037 —1,96

Residuo 14 < 9991 >

Las diferencias entre farmacos y entre individuos son significativas
Las estimaciones LS son:

¥, = (,659,180,8), b, = (,672,175,3), s = (,737,184,0,

con dispersién (16.1): 61 = 03 = 03 = /1/8 = 0,354. Los dos valores propios
de U'U respecto de X son 1,684 y 0,108 y explican el 100 % de la variabilidad
geométrica en dimensién 2. Las coordenadas y los radios de la representacion
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Var. can. 2
10+ Y

Yy

Var. can. 1

Figura 16.1: Representaciéon candnica de tres farmacos en un diseno de dos
factores.

canénica (izquierda) y las correlaciones entre variables observables Y1, Y5, Y3
y canénicas Wy, Wy (derecha) son:

Farmaco Yi Y, radio Wi Wh
Placebo 19,73 891 0,86 Y: 10,869 —0,494
Clobazan 19,75 844 0,86 Y5 | 0,296 0,955
Diazepan 21,32 8,68 0,86

La representacién canénica indica que no hay diferencias entre P y C. En
cambio D se diferencia significativamente de P. Puesto que las variables miden
efectos secundarios, resulta que C no los tiene, pero D si (Figura 16.1).

Ejemplo 16.5.2 Ratas experimentales.

Continuando con el ejemplo 15.7.1, vamos a realizar la representacién
canénica de los tres niveles de la temperatura. Los valores propios de U'U
respecto de X son 2,529 y 1,375, que explican el 100 % de la variabilidad
geométrica (Figura 16.2). Las coordenadas y los radios de la representacion
canénica (izquierda) y las correlaciones entre variables observables Y7, Ys, Y3
y candnicas Wy, Wy (derecha) son:

temp Wy Wy radio Wy Wa

4 —-0,539 —-0,871 1,29 Y: | 0,395 0,278
20 1,290 0,091 1,29 Y5 | 0,961 —0,276
34 —0,753 0,779 1,29 Y; | 0,405 0,653
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Figura 16.2: Representacién canénica de los efectos principales de las tem-

peraturas.

Ejemplo 16.5.3 Coledpteros.

Continuando con el ejemplo 15.7.2, podemos hacer la representacién cané-
nica de las 6 especies en 8 localidades, eliminando el efecto del sexo y de
la interaccién (datos en http://biost3.bio.ub.edu/cuadras/escarab.txt). Los
dos primeros valores propios de U'U respecto de 3 son 201,67 y 28,054,
que explican el 98,2 % de la variabilidad geométrica (inercia), véase la Figura
16.3. Las coordenadas y los radios de la representacién canénica (izquierda)
y las correlaciones entre variables observables y canénicas (derecha) son:

Especie Wy Wy radio

4567 1,164 0,342
~3,760  0,5129 0,342
~1,944 1,031 0418
—2613 —1,536 0,342
~2299  —1,731 0,342
~1,705 —0,6381 0,342
6,828 3,671 0,503
10,06 —2,475 0,342

CO O Ui Wi+

Y3
Ys
Y3
Yy
Ys

W, W
0,600 0,115
0,661 0,450
0,453 0,608
0,804 0,522
0,748 0,522
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Wz (12%)
4+ ;
3+ ' @

24
ENon
‘ @ . ., Wh(86%)

T T T 1
5 4 3 l 1 2 3 4 5 & 7 8 9 10 11 12
a+

®

4+

Figura 16.3: Representacién canonica de 8 poblaciones (6 especies de
coledpteros encontradas en 8 localidades distintas), eliminando el efecto del
dimorfismo sexual y de la interaccion.

Esta representacion permite visualizar las diferencias entre las especies, sin la
influencia del dimorfismo sexual y de la interaccién especiexsexo (Fig. 16.3).

16.6. Complementos

El teorema de Gauss-Markov se puede generalizar de diversas maneras al
caso multivariante. Ver Mardia et al. (1979), Rencher (1998).

La representacion candnica de funciones paramétricas estimables multi-
variantes fue propuesta por Cuadras (1974). Ver Cuadras et al. (1995) y otras
generalizaciones en Lejeune y Calinski (2000), Arenas y Cuadras (2004).

Turbén et al. (2017) obtienen una representacién canénica de crédneos
humanos de Tierra del Fuego, combinando grupos y sexos, eliminando el
dimorfismo sexual y la interaccién. Es decir, representando grupos sin la
influencia de otros factores.
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